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乘积空间中凹泛函型锥拉伸与压缩不动点定理

张国伟，张秀萍

（东北大学 理学院，辽宁 沈阳　１１０８１９）

摘　　　要：考虑赋范线性空间的乘积空间，由因子空间中的锥生成乘积空间中的锥．全连续算子定义在
乘积空间中锥与两个闭球相交得到的有界闭集上，并且值域在锥中．在由锥上一类非负正齐次凹泛函表示
的混合型锥拉伸与压缩条件下，利用构造性方法将其转化为 Ｓｃｈａｕｄｅｒ型问题，证明了几个全连续算子的不
动点定理．通过例子说明这里所需要的凹泛函在常用的空间及其锥上是容易构造的．
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ｐｒｏｖｅｄｂｙｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓａｎｄｃｏｎｖｅｒｔｉｎｇｔｈｅｍｉｎｔｏｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｓｏｆＳｃｈａｕｄｅｒｔｙｐｅ．Ｉｔｉｓ
ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｄｂｙｅｘａｍｐｌｅｔｈａｔｔｈｅｃｏｎｃａｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｓｎｅｅｄｅｄｈｅｒｅａｒｅｅａｓｉｌｙｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｉｎａｃｏｍｍｏｎ
ｓｐａｃｅａｎｄｏｎａｃｏｎｅｉｎｉｔ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔ；ｃｏｍｐｌｅｔｅｌｙｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｏｐｅｒａｔｏｒ；ｃｏｎｅｅｘｐａｎｓｉｏｎａｎｄｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ；
ｃｏｎｃａｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ；ｐｒｏｄｕｃｔｓｐａｃｅ

　　设Ｅ是实赋范线性空间，θ表示Ｅ中的零元
素，Ｋ是Ｅ中的锥，见文献［１］．在乘积空间Ｅ×
Ｅ＝｛（ｕ１，ｕ２）｜ｕ１，ｕ２∈Ｅ｝中定义范数为‖（ｕ１，
ｕ２）‖＝‖ｕ１‖ ＋‖ｕ２‖．设 Ｋ１和 Ｋ２是 Ｅ中的
两个锥，易证Ｋ１×Ｋ２为乘积空间 Ｅ×Ｅ中的锥．
如果０＜ｒｉ＜Ｒｉ（ｉ＝１，２），定义 Ｋｒ，Ｒ＝（Ｋ１）ｒ１，Ｒ１×
（Ｋ２）ｒ２，Ｒ２，其中

（Ｋｉ）ｒｉ，Ｒｉ＝｛ｕｉ∈Ｋｉ｜ｒｉ≤‖ｕｉ‖≤Ｒｉ｝（ｉ＝１，２）．
如果算子Ａｉ：Ｋ１×Ｋ２→Ｅ（ｉ＝１，２）是全连续

的，则称Ａ＝（Ａ１，Ａ２）是全连续的．文献［２］在乘
积空间中证明了由锥导出的半序型锥拉伸与压缩

不动点定理．泛函型锥拉伸与压缩全连续算子的
不动点定理及其应用见文献［３－１３］．本文在乘
积空间证明了几个凹泛函型混合锥拉伸与压缩条

件下的不动点定理．设 α：Ｋ→［０，＋∞）为凹泛
函，如果α（λｘ）＝λα（ｘ），λ≥０，ｘ∈Ｋ，则称
α正齐次．

１　主要结论

以下均假设Ａ＝（Ａ１，Ａ２）：Ｋｒ，Ｒ→Ｋ１×Ｋ２全

连续，αｉ：Ｋｉ→［０，＋∞）是非负正齐次凹泛函，



　　

αｉ（ｘ）＞０，ｘ∈Ｋｉ＼｛θ｝（ｉ＝１，２）．
定理１　如果下列条件满足：
‖ｕ１‖＝ｒ１α１（Ａ１（ｕ））≥α１（ｕ１），
‖ｕ１‖＝Ｒ１α１（Ａ１（ｕ））≤α１（ｕ１），
‖ｕ２‖＝ｒ２α２（Ａ２（ｕ））≥α２（ｕ２），
‖ｕ２‖＝Ｒ２α２（Ａ２（ｕ））≤α２（ｕ２），

其中ｕ＝（ｕ１，ｕ２）∈Ｋｒ，Ｒ，那么 Ａ在 Ｋｒ，Ｒ中存在不
动点．

证明　令 ｈ＝（ｈ１，ｈ２）∈Ｋ１×Ｋ２，ｈｉ≠θ（ｉ＝
１，２）．定义Ａ：Ｋ１×Ｋ２→Ｋ１×Ｋ２如下（其中记［ｒｉ］＝
ｒｉ／‖ｕｉ‖，［Ｒｉ］＝Ｒｉ／‖ｕｉ‖ （ｉ＝１，２））：

如果ｕ１＝０或ｕ２＝０，则Ａ（ｕ）＝ｈ；
如果０＜‖ｕ１‖ ＜ｒ１且０＜‖ｕ２‖ ＜ｒ２，则

Ａ（ｕ）＝ｍｉｎ｛［ｒ１］
－１，［ｒ２］

－１｝Ａ（［ｒ１］ｕ１，［ｒ２］ｕ２）＋
（１－ｍｉｎ｛［ｒ１］

－１，［ｒ２］
－１｝）ｈ；

如果０＜‖ｕ１‖＜ｒ１且ｒ２≤‖ｕ２‖≤Ｒ２，则
Ａ（ｕ）＝［ｒ１］

－１Ａ（［ｒ１］ｕ１，ｕ２）＋（１－［ｒ１］
－１）ｈ；

如果０＜‖ｕ１‖＜ｒ１且‖ｕ２‖＞Ｒ２，则
Ａ（ｕ）＝［ｒ１］

－１Ａ（［ｒ１］ｕ１，［Ｒ２］ｕ２）＋（１－
［ｒ１］

－１）ｈ；
如果ｒ１≤‖ｕ１‖≤Ｒ１且０＜‖ｕ２‖＜ｒ２，则
Ａ（ｕ）＝［ｒ２］

－１Ａ（ｕ１，［ｒ２］ｕ２）＋（１－［ｒ２］
－１）ｈ；

如果ｒ１≤‖ｕ１‖≤Ｒ１且ｒ２≤‖ｕ２‖≤Ｒ２，则
Ａ（ｕ）＝Ａ（ｕ）；

如果ｒ１≤‖ｕ１‖≤Ｒ１且‖ｕ２‖＞Ｒ２，则
Ａ（ｕ）＝Ａ（ｕ１，［Ｒ２］ｕ２）；
如果‖ｕ１‖＞Ｒ１且０＜‖ｕ２‖＜ｒ２，则
Ａ（ｕ）＝［ｒ２］

－１Ａ（［Ｒ１］ｕ１，［ｒ２］ｕ２）＋（１－
［ｒ２］

－１）ｈ；
如果‖ｕ１‖＞Ｒ１且ｒ２≤‖ｕ２‖≤Ｒ２，则
Ａ（ｕ）＝Ａ（［Ｒ１］ｕ１，ｕ２）；
如果‖ｕ１‖＞Ｒ１且‖ｕ２‖＞Ｒ２，则
Ａ（ｕ）＝Ａ（［Ｒ１］ｕ１，［Ｒ２］ｕ２）．
易见Ａ是连续的，由于它的值域包含于紧集

ｃｏ｛Ａ（Ｋｒ，Ｒ）∪｛ｈ｝｝，所以又是紧的．根据
Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点定理［１］，存在 ｕ∈Ｋ１×Ｋ２使得
Ａ（ｕ）＝ｕ．下面证明 ｕ∈Ｋｒ，Ｒ，否则与条件矛盾，
于是Ａ（ｕ）＝ｕ．由于ｈｉ≠０（ｉ＝１，２），显然‖ｕ１‖
＞０且‖ｕ２‖＞０．
如果０＜‖ｕ１‖＜ｒ１且０＜‖ｕ２‖＜ｒ２，不妨

设ｍｉｎ｛［ｒ１］
－１，［ｒ２］

－１｝＝［ｒ１］
－１，那么

ｕ＝Ａ（ｕ）＝［ｒ１］
－１Ａ（［ｒ１］ｕ１，［ｒ２］ｕ２）＋

　　（１－［ｒ１］
－１）ｈ，

ｕ１＝［ｒ１］
－１Ａ１（［ｒ１］ｕ１，［ｒ２］ｕ２）＋（１－

［ｒ１］
－１）ｈ１．

由α１的凹性知
α１（ｕ１）≥［ｒ１］

－１α１（Ａ１（［ｒ１］ｕ１，［ｒ２］ｕ２））＋
　　　　　 （１－［ｒ１］

－１）α１（ｈ１）＞
　［ｒ１］

－１α１（Ａ１（［ｒ１］ｕ１，［ｒ２］ｕ２）），
α１（［ｒ１］ｕ１）＝［ｒ１］α１（ｕ１）＞α１（Ａ１（［ｒ１］ｕ１，

［ｒ２］ｕ２））．
如果０＜‖ｕ１‖＜ｒ１且ｒ２≤‖ｕ２‖≤Ｒ２，则
ｕ＝Ａ（ｕ）＝［ｒ１］

－１Ａ（［ｒ１］ｕ１，ｕ２）＋（１－
［ｒ１］

－１）ｈ，
ｕ１＝［ｒ１］

－１Ａ１（［ｒ１］ｕ１，ｕ２）＋（１－［ｒ１］
－１）ｈ１．

由α１的凹性知

α１（ｕ１）≥［ｒ１］
－１α１（Ａ１（［ｒ１］ｕ１，ｕ２））＋

　　（１－［ｒ１］
－１）α１（ｈ１）＞

　　［ｒ１］
－１α１（Ａ１（［ｒ１］ｕ１，ｕ２）），

α１（［ｒ１］ｕ１）＝［ｒ１］α１（ｕ１）＞α１（Ａ１（［ｒ１］ｕ１，
ｕ２））．

如果０＜‖ｕ１‖＜ｒ１且‖ｕ２‖＞Ｒ２，那么
ｕ＝Ａ（ｕ）＝［ｒ１］

－１Ａ（［ｒ１］ｕ１，［Ｒ２］ｕ２）＋
　　（１－［ｒ１］

－１）ｈ，
ｕ１＝［ｒ１］

－１Ａ１（［ｒ１］ｕ１，［Ｒ２］ｕ２）＋（１－
［ｒ１］

－１）ｈ１．
由α１的凹性知
α１（ｕ１）≥［ｒ１］

－１α１（Ａ１（［ｒ１］ｕ１，［Ｒ２］ｕ２））＋
　　（１－［ｒ１］

－１）α１（ｈ１）＞
　　［ｒ１］

－１α１（Ａ１（［ｒ１］ｕ１，［Ｒ２］ｕ２）），
α１（［ｒ１］ｕ１）＝［ｒ１］α１（ｕ１）＞
　　α１（Ａ１（［ｒ１］ｕ１，［Ｒ２］ｕ２））．
如果ｒ１≤‖ｕ１‖≤Ｒ１且０＜‖ｕ２‖＜ｒ２，则
ｕ＝Ａ（ｕ）＝［ｒ２］

－１Ａ（ｕ１，［ｒ２］ｕ２）＋（１－
［ｒ２］

－１）ｈ，
ｕ２＝［ｒ２］

－１Ａ２（ｕ１，［ｒ２］ｕ２）＋（１－［ｒ２］
－１）ｈ２．

由α２的凹性知

α２（ｕ２）≥［ｒ２］
－１α２（Ａ２（ｕ１，［ｒ２］ｕ２））＋

　　（１－［ｒ２］
－１）α２（ｈ２）＞

　　［ｒ２］
－１α２（Ａ２（ｕ１，［ｒ２］ｕ２）），

α２（［ｒ２］ｕ２）＝［ｒ２］α２（ｕ２）＞
　　α２（Ａ２（ｕ１，［ｒ２］ｕ２））．
如果ｒ１≤‖ｕ１‖≤Ｒ１且‖ｕ２‖＞Ｒ２，那么
ｕ＝Ａ（ｕ）＝Ａ（ｕ１，［Ｒ２］ｕ２），从而
ｕ２＝Ａ２（ｕ１，［Ｒ２］ｕ２）．于是
α２（Ａ２（ｕ１，［Ｒ２］ｕ２））＝α２（ｕ２）＞
　　［Ｒ２］α２（ｕ２）＝α２（［Ｒ２］ｕ２）．
如果‖ｕ１‖＞Ｒ１且０＜‖ｕ２‖＜ｒ２，那么
ｕ＝Ａ（ｕ）＝［ｒ２］

－１Ａ（［Ｒ１］ｕ１，［ｒ２］ｕ２）＋
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　　 （１－［ｒ２］
－１）ｈ，

ｕ２＝［ｒ２］
－１Ａ２（［Ｒ１］ｕ１，［ｒ２］ｕ２）＋（１－

［ｒ２］
－１）ｈ２，
由α２的凹性知
α２（ｕ２）≥［ｒ２］

－１α２（Ａ２（［Ｒ１］ｕ１，［ｒ２］ｕ２））＋
　　（１－［ｒ２］

－１）α２（ｈ２）＞
［ｒ２］

－１α２（Ａ２（［Ｒ１］ｕ１，［ｒ２］ｕ２）），
α２（［ｒ２］ｕ２）＝［ｒ２］α２（ｕ２）＞
　　α２（Ａ１（［Ｒ１］ｕ１，［ｒ２］ｕ２））．
如果‖ｕ１‖＞Ｒ１且ｒ２≤‖ｕ２‖≤Ｒ２，那么
ｕ＝Ａ（ｕ）＝Ａ（［Ｒ１］ｕ１，ｕ２），
从而ｕ１＝Ａ１（［Ｒ１］ｕ１，ｕ２）．于是
α１（Ａ１（［Ｒ１］ｕ１，ｕ２））＝α１（ｕ１）＞
　　［Ｒ１］α１（ｕ１）＝α１（［Ｒ１］ｕ１）．
如果‖ｕ１‖＞Ｒ１且‖ｕ１‖＞Ｒ１，那么
ｕ＝Ａ（ｕ）＝Ａ（［Ｒ１］ｕ１，［Ｒ２］ｕ２），
从而ｕｉ＝Ａｉ（［Ｒ１］ｕ１，［Ｒ２］ｕ２）．于是
αｉ（Ａｉ（［Ｒ１］ｕ１，［Ｒ２］ｕ２））＝αｉ（ｕｉ）＞
　　［Ｒｉ］αｉ（ｕｉ）＝αｉ（［Ｒｉ］ｕｉ）（ｉ＝１，２）．
定理２　如果下列条件满足：
‖ｕ１‖＝ｒ１α１（Ａ１（ｕ））≥α１（ｕ１），
‖ｕ１‖＝Ｒ１α１（Ａ１（ｕ））≤α１（ｕ１），
‖ｕ２‖＝ｒ２α２（Ａ２（ｕ））≤α２（ｕ２），
‖ｕ２‖＝Ｒ２α２（Ａ２（ｕ））≥α２（ｕ２），

其中ｕ＝（ｕ１，ｕ２）∈Ｋｒ，Ｒ，那么 Ａ在 Ｋｒ，Ｒ中存在不
动点．

证明　因为ｕ２∈（Ｋ２）ｒ２，Ｒ２，
（［Ｒ２］＋［ｒ２］－１）ｕ２∈（Ｋ２）ｒ２，Ｒ２，
所以可设Ａ１：Ｋｒ，Ｒ→Ｋ１×Ｋ２为
Ａ１（ｕ）＝Ａ１（ｕ１，（［Ｒ２］＋［ｒ２］－１）ｕ２）；
可设Ａ２：Ｋｒ，Ｒ→Ｋ１×Ｋ２为

Ａ２（ｕ）＝
Ａ２（ｕ１，（［Ｒ２］＋［ｒ２］－１）ｕ２）

［Ｒ２］＋［ｒ２］－１
．

显然当‖ｕ２‖＝ｒ２时，‖（［Ｒ２］＋［ｒ２］－１）×
ｕ２‖＝Ｒ２；当‖ｕ２‖ ＝Ｒ２时，‖（［Ｒ２］＋［ｒ２］－
１）ｕ２‖ ＝ｒ２．因此算子 Ａ ＝（Ａ１，Ａ２）满足定理
１的条件，从而 Ａ存在不动点 ｖ＝（ｖ１，ｖ２）∈
Ｋｒ，Ｒ．

令ｕ＝（ｕ１，ｕ２）为ｕ１＝ｖ１，
ｕ２＝（Ｒ２／‖ｖ２‖＋ｒ２／‖ｖ２‖－１）ｖ２，
易见ｕ＝（ｕ１，ｕ２）∈Ｋｒ，Ｒ是Ａ的不动点．
定理３　如果下列条件满足：
‖ｕ１‖＝ｒ１α１（Ａ１（ｕ））≤α１（ｕ１），
‖ｕ１‖＝Ｒ１α１（Ａ１（ｕ））≥α１（ｕ１），
‖ｕ２‖＝ｒ２α２（Ａ２（ｕ））≥α２（ｕ２），

‖ｕ２‖＝Ｒ２α２（Ａ２（ｕ））≤α２（ｕ２），
其中ｕ＝（ｕ１，ｕ２）∈Ｋｒ，Ｒ，那么 Ａ在 Ｋｒ，Ｒ中存

在不动点．
证明　因为ｕ１∈（Ｋ１）ｒ１，Ｒ１，
（［Ｒ１］＋［ｒ１］－１）ｕ１∈（Ｋ１）ｒ１，Ｒ１，

所以可设Ａ１ ：Ｋｒ，Ｒ→Ｋ１×Ｋ２为

Ａ１ （ｕ）＝
Ａ１（（［Ｒ１］＋［ｒ１］－１）ｕ１，ｕ２）

［Ｒ１］＋［ｒ１］－１
；

可设Ａ２ ：Ｋｒ，Ｒ→Ｋ１×Ｋ２为
Ａ２ （ｕ）＝Ａ２（（［Ｒ１］＋［ｒ１］－１）ｕ１，ｕ２）．
显然当‖ｕ１‖＝ｒ１时，‖（［Ｒ１］＋［ｒ１］－１）×

ｕ１‖＝Ｒ１；当‖ｕ１‖ ＝Ｒ１时，‖（［Ｒ１］＋［ｒ１］－
１）ｕ１‖＝ｒ１．因此算子 Ａ ＝（Ａ１ ，Ａ２ ）满足定
理１的条件，从而Ａ存在不动点ｖ＝（ｖ１，ｖ２）∈
Ｋｒ，Ｒ．

令ｕ＝（ｕ１，ｕ２）为ｕ２＝ｖ２，
ｕ１＝（Ｒ１／‖ｖ１‖＋ｒ１／‖ｖ１‖－１）ｖ１，
易见ｕ＝（ｕ１，ｕ２）∈Ｋｒ，Ｒ是Ａ的不动点．
定理４　如果下列条件满足：
‖ｕ１‖＝ｒ１α１（Ａ１（ｕ））≤α１（ｕ１），
‖ｕ１‖＝Ｒ１α１（Ａ１（ｕ））≥α１（ｕ１），
‖ｕ２‖＝ｒ２α２（Ａ２（ｕ））≤α２（ｕ２），
‖ｕ２‖＝Ｒ２α２（Ａ２（ｕ））≥α２（ｕ２），

其中ｕ＝（ｕ１，ｕ２）∈Ｋｒ，Ｒ，那么 Ａ在 Ｋｒ，Ｒ中存在不
动点．

证明　因为ｕ１∈（Ｋ１）ｒ１，Ｒ１，
（［Ｒ１］＋［ｒ１］－１）ｕ１∈（Ｋ１）ｒ１，Ｒ１，
ｕ２∈（Ｋ２）ｒ２，Ｒ２，
（［Ｒ２］＋［ｒ２］－１）ｕ２∈（Ｋ２）ｒ２，Ｒ２，

所以可设Ａ１ ：Ｋｒ，Ｒ→Ｋ１×Ｋ２为
Ａ１ （ｕ）＝
Ａ１（（［Ｒ１］＋［ｒ１］－１）ｕ１，（［Ｒ２］＋［ｒ２］－１）ｕ２）

［Ｒ１］＋［ｒ１］－１
；

可设Ａ２ ：Ｋｒ，Ｒ→Ｋ１×Ｋ２为
Ａ２ （ｕ）＝
Ａ２（（［Ｒ１］＋［ｒ１］－１）ｕ１，（［Ｒ２］＋［ｒ２］－１）ｕ２）

［Ｒ２］＋［ｒ２］－１
．

因此算子 Ａ ＝（Ａ１ ，Ａ２ ）满足定理 １
的条件，从而 Ａ存在不动点 ｖ＝（ｖ１，ｖ２）∈
Ｋｒ，Ｒ．

令ｕ＝（ｕ１，ｕ２）为
ｕ１＝（Ｒ１／‖ｖ１‖＋ｒ１／‖ｖ１‖－１）ｖ１，
ｕ２＝（Ｒ２／‖ｖ２‖＋ｒ２／‖ｖ２‖－１）ｖ２，
易见ｕ＝（ｕ１，ｕ２）∈Ｋｒ，Ｒ是Ａ的不动点．
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２　结　　语

设Ｅ＝Ｃ（Ｇ）为 Ｎ维欧氏空间 ＲＮ中非空有
界闭集Ｇ上的连续函数空间，令
　Ｋ＝｛ｘ∈Ｃ（Ｇ）｜ｘ（ｔ）≥０，ｍｉｎ

ｔ∈Ｇ０
ｘ（ｔ）≥ε‖ｘ‖｝，

其中ε＞０，Ｇ０是 Ｇ的非空闭子集．显然 Ｋ是 Ｅ
中的锥，定义

α（ｘ）＝ｍｉｎ
ｔ∈Ｇ０
ｘ（ｔ），ｘ∈Ｋ，

于是 α是锥 Ｋ上的非负正齐次凹泛函，并且
α（ｘ）＞０，ｘ∈Ｋ＼｛θ｝．
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