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带有状态约束的非线性切换系统的 Ｈ∞控制器设计

刘　茜，赵　军
（东北大学 流程工业综合自动化国家重点实验室，辽宁 沈阳　１１０８１９）

摘　　　要：研究了一类带有状态约束的下三角结构的非线性切换系统的 Ｈ∞控制器设计问题，利用障碍
Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数方法处理状态约束问题．针对该非线性切换系统利用反步设计技术来构造状态反馈控制器，
在每一步的设计过程中，通过选取合适的障碍Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数构造系统的共同障碍Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数来处理状态
约束条件，再经过一系列处理给出每步的虚拟控制器的具体表示形式，以此类推，从而设计出该非线性切换系

统在任意切换条件下的Ｈ∞控制器．最后通过算例进行数值仿真说明了所得结果的有效性．
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　　切换系统作为一类混杂动态系统，在飞行器
控制、机器人控制等领域均有着广泛的应用前

景，对于切换系统的研究已取得了一定成

果［１－５］．最近，针对切换系统在状态受限条件下
的控制问题引起了广泛关注［６－１０］．现有结果只解
决了切换系统的一类跟踪问题，而 Ｈ∞控制问题
作为一类重要的鲁棒控制问题尚未涉及；同时前

人在控制器设计过程中只假设虚拟控制器存在，

并未给出其具体形式，而设计出每步虚拟控制器

的具体形式对给出系统最终的状态反馈控制器十

分重要．

本文研究了一类在任意切换条件下带有状态

约束的非线性切换系统的全局 Ｈ∞控制器设计问
题，采用障碍 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数方法处理状态受限
问题，利用反步设计技术构造出每步的共同虚拟

控制器，从而得到具体的状态反馈控制器的设计

方案；最后通过数值仿真算例说明了所得结果的

有效性．

１　系统描述与准备工作

考虑以下非线性切换系统：



　　

ｚ１＝ｆ０１，σ（ｔ）（ｚ，ｘ１）＋ｑ０１，σ（ｔ）（ｚ，ｘ１）ω；
ｚ２＝ｆ０２，σ（ｔ）（ｚ２，ｘ１）；
ｘｉ＝ｇｉ，σ（ｔ）（ｚ，珔ｘｉ）ｘｉ＋１＋ｆｉ，σ（ｔ）（ｚ，珔ｘｉ）＋

ｑｉ，σ（ｔ）（ｚ，珔ｘｉ）ω，

ｉ＝１，…，ｒ－１；
ｘｒ＝ｇｒ，σ（ｔ）（ｚ，ｘ）ｕσ（ｔ）＋ｆｒ，σ（ｔ）（ｚ，ｘ）＋

ｑｒ，σ（ｔ）（ｚ，ｘ）ω；

ｙ＝ｈσ（ｔ）（ｚ，ｘ１）＋ｄ０，σ（ｔ）（ｚ，ｘ）ω



















．

（１）

其中：ｚ，ｘ，ω分别为状态及扰动输入；ｚ＝
（ｚ１，ｚ２）

Ｔ，（ｚ１，ｚ２）∈Ｒ
ｎ１＋ｎ２，ｎ＝ｎ１＋ｎ２＋ｒ；ｘ＝

（ｘ１，ｘ２，…，ｘｒ）
Ｔ，珔ｘｉ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｉ）

Ｔ；σ（ｔ）∈Ｍ＝
｛１，…，ｍ｝为切换信号；ｕσ（ｔ）为各子系统的控制输

入；假设 ｇｉ，σ（ｔ）（ｚ，ｘｉ）＞０，存在常数 γｄ０＞０，有
‖ｄ０，ｋ（ｚ，ｘ）‖≤γｄ０．另ｇｉ，ｋ（０，０）＝０，ｆｉ，ｋ（０，０）＝
０，ｈｋ（０，０）＝０，ｄ０，ｋ（０，０）＝０，ｋ∈Ｍ．系统（１）
的前两个方程为零动态方程．

本文研究在任意切换下的系统的 Ｈ∞控制问
题，给定标量γ＞γｄ０≥０，设计控制器ｕ使得：
１）当ω＝０时，闭环切换非线性系统在任意

切换下为全局渐近稳定的；

２）对于任意初始条件（ｚ０，ｘ０）∈Ｒ
ｎ及所有

ω∈Ｌ２，存在Ｗ：Ｒ
ｎ→Ｒ＋有Ｗ（０，０）＝０，使得

∫
∞

０

‖ｙ（ｔ）‖２ｄｔ≤γ２∫
∞

０

‖ω（ｔ）‖２ｄｔ＋Ｗ（ｚ０，ｘ０）．（２）

２　主要结果

下面给出系统（１）在状态受限条件下 Ｈ∞状

态反馈控制器的设计过程．
引理１［８］　对任意正整数 ｃ，ｄ及函数 γ（ｘ，

ｙ）＞０，｜ｘ｜ｃ｜ｙ｜ｄ≤ ｃ
ｃ＋ｄγ（ｘ，ｙ）｜ｘ｜

ｃ＋ｄ＋ ｄ
ｃ＋ｄ×

γ－
ｃ
ｄ（ｘ，ｙ）｜ｙ｜ｃ＋ｄ．
定理１　假设存在光滑正定的径向无界函数

Ｗ１（ｚ１），Ｗ２（ｚ２），有

①α３‖ｚ２‖
２≤Ｗ２（ｚ２）；

②
Ｗ１（ｚ１）
ｚ１

ｚ１≤－α１‖ｚ１‖
２＋γ２０‖ω‖

２＋

υ１（ｚ２，ｘ１）；

③
Ｗ２（ｚ２）
ｚ２

ｆ０２，ｋ（ｚ２，０（ｚ２））≤－α２Ｗ２（ｚ２）．

其中：取 α１，γ０，α２，α３为正常数；０（ｚ２）为满足
０（０）＝０的光滑函数；υ１（ｚ２，ｘ１）为正定径向无
界函数，则在任意切换下该系统的全局 Ｈ∞控制

器可解．
证明　第一步：考虑系统（１）的（ｚ１，ｚ２，ｘ１）

方程，取η１＝ｘ１－０（ｚ２），其中０（ｚ２）取自③，
η１＝ｇ１，ｋ（ｚ，ｘ１）ｘ２＋Ｆ１，ｋ（ｚ，ｘ１）＋ｑ１，ｋ（ｚ，ｘ１）ω，

其中，Ｆ１，ｋ（ｚ，ｘ１）＝ｆ１，ｋ（ｚ，ｘ１）－
０
ｚ２
ｆ０２，ｋ（ｚ２，ｘ１）．

由文献［８］，可知存在 ρ^１，ｋ（ｚ，η１）满足不等
式

｜Ｆ１，ｋ（ｚ，ｘ１）｜≤（‖ｚ１‖ ＋‖ｚ２‖ ＋｜η１｜）^ρ１，ｋ（ｚ，
η１）．

由引理１［８］可得
｜η１Ｆ１，ｋ（ｚ，η１）｜
ｂ２１－η

２
１

≤
α１
２‖ ｚ１‖

２ ＋１２‖ ｚ２‖
２ ＋

η２１^ρ１，ｋ
２

２α１（ｂ
２
１－η

２
１）
２＋

η２１^ρ１，ｋ
２

２（ｂ２１－η
２
１）
２＋
η２１^ρ１，ｋ
ｂ２１－η

２
１
．

在此，本文定义

Ｖ１＝Ｗ１（ｚ１）＋
１
α２
Ｓ０（Ｗ２（ｚ２））＋

１
２ｌｇ（

ｂ２１
ｂ２１－η

２
１
）．

设Ｓｊ＝Ｖｊ（ｚ，ηｊ）＋‖ｙ‖
２－ε２ｊ‖ω‖

２，ｊ＝１，
…，ｒ－１，由条件①，②，③得到

Ｓ１≤－
１
２α１‖ｚ１‖

２－１２‖ｚ２‖
２＋

η１
ｂ２１－η

２
１
［ψ１ｘ２＋

η１^ρ
２
１，ｋ

２α１（ｂ
２
１－η

２
１）
］＋

η１
ｂ２１－η

２
１
［
η１^ρ

２
１，ｋ

２（ｂ２１－η
２
１）
＋η１^ρ

２
１，ｋ＋

η１ｑ
２
１（ｚ，ｘ１）

４τ２１（ｂ
２
１－η

２
１）
］＋

η１
ｂ２１－η

２
１
［Ｈ０２（ｚ２，η１）＋δ（ｚ２）χ

２（ｚ２，η１）η１＋η１］．

其中：χ２（ｚ２，η１），δ（ｚ２），Ｈ０１（ｚ２），Ｈ０２（ｚ２，η１），
Ｓ０（Ｗ２（ｚ２）），τ

２
１的定义及计算过程见文献［８］，

‖ ｑ１（ｚ，ｘ１）‖ ＝ｍａｘ
ｋ∈Ｍ
｛‖ ｑ１，ｋ（ｚ，ｘ１）‖｝，

‖ψ１（ｚ，ｘ１）‖＝ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｒ，ｋ∈Ｍ

｛‖ｇｉ，ｋ（ｚ，ｘｉ）‖｝．

取虚拟控制器为

１（ｚ，η１）＝－
１

ψ１（ｚ，ｘ１）
　
　
Ｈ１（ｚ２，η１）[ ＋

ρ１（ｚ，η１）η１
ｂ２１－η ]２

１
－ １
ψ１（ｚ，ｘ１）

×
ｑ２１（ｚ，ｘ１）η１
４τ２１（ｂ

２
１－η

２
１）
２－

１
ψ１（ｚ，ｘ１）

［δ（ｚ２）χ
２（ｚ２，η１）η１＋η１］，

即有

Ｓ１≤－ α１－
α１( )２ ‖ｚ１‖２－ ３

４－( )１２ ‖ｚ２‖２－

η２１＋
ψ１（ｚ，ｘ１）η１
ｂ２１－η

２
１
（ｘ２－１（ｚ，η１））≤

－β１（‖ｚ‖
２＋η２１）＋

ψ１（ｚ，ｘ１）η１
ｂ２１－η

２
１
（ｘ２－１（ｚ，η１）），
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其中β１＝ｍｉｎ｛
α１
２，
１
４｝．

第ｉ步（ｉ＝２，…，ｒ－１）：利用递推法，假设
第ｉ－１步中存在 ｉ－１个正数 ε１，ε２，…，εｉ－１，满
足γｄ０＜ε１＜ε２＜…＜γ，０（ｚ２），ｊ（ｚ，η１，…，ηｊ），
０（０）＝０，ｊ（０）＝０，ｊ＝１，…，ｉ－１，则存在全局
的坐标变换：

η１＝ｘ１－０（ｚ２），η２＝ｘ２－１（ｚ，η１），…，
ηｉ－１＝ｘｉ－１－ｉ－２（ｚ，η１，…，ηｉ－２），

Ｓｉ－１≤－
β１
２ｉ－２
（‖ｚ‖２＋∑

ｉ－１

ｊ＝１
η２ｊ）＋

ψ１（ｚ，ｘ１）ηｉ－１
ｂ２ｉ－１－η

２
ｉ－１
（ｘｉ－ｉ－１（ｚ，ηｉ－１））．

其中Ｖｉ＝
１
τ２１
Ｖ１（ｚ，η１）＋

１
２∑
ｉ－１

ｊ＝２
ｌｇ

ｂ２ｊ
ｂ２ｊ－η

２
ｊ
．

类似第一步，同理可得存在光滑的虚拟控制

ｉ－１（ｚ，η１，…，ηｉ－１）使得 Ｓｉ≤－
β１
２ｉ－１
（‖ｚ‖２ ＋

∑
ｉ

ｊ＝１
η２ｊ）．

第ｒ步：得到控制器
ｕ＝ｒ（ｚ，η１，…，ηｒ）， （３）
Ｖｒ（ｚ，η１，…，ηｒ）＋‖ｙ‖

２ －γ２‖ω‖２ ≤

－
β１
２ｒ－１
（‖ｚ‖２＋∑

ｒ

ｊ＝１
η２ｊ）． （４）

其中Ｖｒ（ｚ，η１，…，ηｒ）为正定径向无界函数．
当ω≡０时，由式（４），有 Ｖｒ（ｚ，η１，…，ηｒ）＜０，

（ｚ，η１，…，ηｒ）≠０，ｋ∈Ｍ，得到渐近稳定性．
在任意初始状态下，将式（４）两端从ｔ＝０到

ｔ＝∞积分，有

０≥∫
ｔ１

０

（Ｖｒ＋‖ｙ（ｓ）‖
２－γ２‖ω（ｓ）‖２）ｄｓ＋…＋

∫
ｔｊ

ｔｊ－１

（Ｖｒ＋‖ｙ（ｓ）‖
２－γ２‖ω（ｓ）‖２）ｄｓ＋… ＝

∑
∞

ｊ＝１
∫
ｔｊ

ｔｊ－１

（‖ｙ（ｓ）‖２－γ２‖ω（ｓ）‖２）ｄｓ＋∑
∞

ｊ＝１
∫
ｔｊ

ｔｊ－１

Ｖｊｄｓ．

即满足式（２），定理证毕．
因此，本文中所定义的切换系统在控制器

（３）作用下满足Ｈ∞控制问题的需要．

３　数值算例

考虑由如下切换子系统构造的切换系统：

子系统１：　　　　　　　子系统２：
ｚ１＝ｚ

２
２－ｚ１＋ω； ｚ１＝－ｚ１；

ｚ２＝ｘ１； ｚ２＝ｚ１ｚ２＋ｘ１；
ｘ１＝ｕ＋ｚ

２
２＋ω； ｘ１＝ｕ＋ω；

ｙ＝ｚ２ｓｉｎｘ１＋ω． ｙ＝ｚ２２ｃｏｓｘ１＋ω．
为满足定理１中的假设，选取０＝－５ｚ２，ｂ１＝０４．

ρ^１，１＝
１
４［（５＋ｚ

５
１）（３＋ｚ

２
１）＋（１＋ｚ

２
２）（１＋ｚ

２
１＋２ｚ

２
２）］，

ρ^１，２＝
１
４［（３＋ｚ

２
１＋２ｚ

２
２）（３＋ｚ

２
１）＋２（１＋ｚ

２
２）＋４ｚ

２
１］，

ρ１，１＝
１
α１
ρ^２１，１＋ρ^

２
１，１＋２^ρ１，１（ｂ

２
１－η

２
１），

ρ１，２＝
１
α１
ρ^２１，２＋ρ^

２
１，２＋２^ρ１，２（ｂ

２
１－η

２
１）．

ρ１，δ（ｚ２），χ
２（ｚ２，η１），τ

２
１按照定理１的计算

公式给出，｜ｘ１｜＜ｂ１，其他参数选取及计算公式
与文献［７］中相同．有

ｕ＝１（ｚ，η１）＝－
η１ρ１

２（ｂ２１－η
２
１）
＋

η１ｑ
２
１

４τ２１（ｂ
２
１－η

２
１

( )） －
δ（ｚ２）χ

２η１－η１ｘ
２
１．

由定理１即可得到切换系统的全局 Ｈ∞控制
器．图１及图２为在扰动 ω设为 ｅ－０１ｔ时对应的
切换系统的仿真结果．

图１　状态轨迹
Ｆｉｇ１　Ｓｔａｔｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ

图２　切换信号
Ｆｉｇ２　Ｓｗｉｔｃｈｉｎｇｓｉｇｎａｌ

４　结　　语

本文针对状态受限下的非线性切换系统设计
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了Ｈ∞状态反馈控制器，并给出构造每步的虚拟
控制器的具体方法，最后通过数值仿真说明了所

得结果的有效性．
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