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摘　　　要：提出了一种在线积分策略迭代算法，用来求解内部非线性动力模型未知的双人非零和博弈问
题．通过在控制策略和干扰策略中引入探测信号，从而避开了系统的模型信息，得到了一个求解非零和博弈的
无模型的近似动态规划算法．该算法同步更新值函数、控制策略、扰动策略，并且最终得到收敛的策略权值．在
算法实现过程中，使用４个神经网络分别近似两个值函数、控制策略和扰动策略，使用最小二乘法估计神经网
络的未知参数．最后仿真结果验证了算法的有效性．
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ｅｘａｍｐｌｅ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ａｄａｐｔｉｖｅｄｙｎａｍｉｃｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ；ｎｏｎｚｅｒｏｓｕｍ ｇａｍｅｓ；ｐｏｌｉｃｙｉｔｅｒａｔｉｏｎ；ｎｅｕｒａｌ
ｎｅｔｗｏｒｋｓ；ｏｐｔｉｍａｌｃｏｎｔｒｏｌ

　　博弈论考虑游戏中的个体的预测行为和实际
行为，并研究它们的优化策略．零和博弈表示所有
博弈方的利益之和为零或一个常数，即一方有所

得，其他方必有所失．非零和博弈表示在不同策略
组 合 自 适 应 动 态 规 划 （ａｄａｐｔｉｖｅ ｄｙｎａｍｉｃ
ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ，ＡＤＰ）理论融合了动态规划、增强学
习以及函数近似等方法，在处理非线性系统的最

优控制问题中有着独特优势［１－２］．ＡＤＰ方法已经
应用到求解零和博弈问题和非零和博弈中［３－１０］，

根据是否需要内部系统模型信息，算法可分为无

模型算法和有模型算法．文献［３］提出一种基于
策略迭代增强学习技术的自适应控制算法解决非

零和 博 弈 问 题；文 献 ［７］采 用 积 分 ＲＬ
（ｒｅｉｎｆｏｒｃｅｍｅｎｔｌｅａｒｎｉｎｇ）方法在线求解线性连续



　　

系统的非零和博弈纳什均衡解；文献［８］采用基
于单网络的ＡＤＰ方法来求解非线性连续系统的
非零和博弈平衡点．以上文献提出的算法均需要
知道系统模型信息．文献［９］提出了一种无模型
策略迭代算法求解线性二次最优问题；文献［１０］
提出了一种无模型策略迭代算法求解零和博弈问

题，其中值函数、控制策略和干扰策略同时更新．
目前还没有对内部系统模型未知的非零和博弈问

题的求解．
本文提出一种在线积分策略迭代算法，该算

法不需要知道系统的模型信息，利用输入输出数

据求解非零和博弈问题的纳什平衡解．

１　问题描述

考虑一类非线性连续时间动态系统：

ｘ＝ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）ｕ＋ｋ（ｘ）ｗ． （１）
其中：ｘ∈Ｒｎ是系统状态；ｕ∈Ｒｍ 是控制输入；
ｗ∈Ｒｑ是外部扰动输入；ｆ（ｘ）∈Ｒｎ；ｇ（ｘ）∈Ｒｎ×ｍ

和ｋ（ｘ）∈Ｒｎ×ｑ是内部系统模型．假设ｆ（ｘ）∈Ｒｎ，ｇ
（ｘ）∈Ｒｎ×ｍ和ｋ（ｘ）∈Ｒｎ×ｑ是未知的，ｘ＝０是系统
（１）的一个平衡点．

仿照文献［８］定义两个性能指标：

Ｊ１（ｘ０，ｕ，ｗ）＝∫
∞

０
（ｘＴＱ１ｘ＋ｕ

ＴＲ１１ｕ＋ｗ
ＴＲ１２ｗ）ｄτ

∫
∞

０
ｒ１（ｘ，ｕ，ｗ）ｄτ； （２）

Ｊ２（ｘ０，ｕ，ｗ）＝∫
∞

０
（ｘＴＱ２ｘ＋ｕ

ＴＲ２１ｕ＋ｗ
ＴＲ２２ｗ）ｄτ

∫
∞

０
ｒ２（ｘ，ｕ，ｗ）ｄτ． （３）

其中：Ｑ１≥０；Ｑ２≥０；Ｒ１１＞０；Ｒ１２≥０；Ｒ２１≥０；Ｒ２２＞
０．

对于控制策略ｕ和干扰策略ｗ，定义值函数：

Ｖ１（ｘｔ，ｕ，ｗ）＝∫
∞

ｔ
（ｘＴＱ１ｘ＋ｕ

ＴＲ１１ｕ＋ｗ
ＴＲ１２ｗ）ｄτ；

（４）

Ｖ２（ｘｔ，ｕ，ｗ）＝∫
∞

ｔ
（ｘＴＱ２ｘ＋ｕ

ＴＲ２１ｕ＋ｗ
ＴＲ２２ｗ）ｄτ．

（５）
定义非零和博弈问题为

Ｖ１（ｘ０）＝ｍｉｎｕ ｍａｘｄ Ｖ１（ｘ０，ｕ，ｗ）， （６）

Ｖ２（ｘ０）＝ｍｉｎｄ ｍａｘｕ Ｖ２（ｘ０，ｕ，ｗ）． （７）

问题目标是找到满足以下不等式的纳什平衡

策略（ｕ，ｗ）：
Ｖ１（ｘｔ，ｕ，ｗ）≤Ｖ１（ｘｔ，ｕ，ｗ），

Ｖ２（ｘｔ，ｕ，ｗ）≤Ｖ２（ｘｔ，ｕ，ｗ） }． （８）

对值函数微分得到非线性Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程：
０＝ｒｉ（ｘ，ｕ，ｗ）＋（Ｖｉ）

Ｔ（ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）ｕ＋
ｋ（ｘ）ｗ）（ｉ＝１，２）． （９）

其中Ｖｉ＝
Ｖｉ
ｘ
．

定义Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数：
Ｈｉ（ｘ，Ｖｉ，ｕ，ｗ）＝ｒｉ（ｘ，ｕ，ｗ）＋（Ｖｉ）

Ｔ

（ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）ｕ＋ｋ（ｘ）ｗ）（ｉ＝１，２）．

由
Ｈｉ
ｕ
＝０，
Ｈｉ
ｗ
＝０得到

ｕ＝－１２Ｒ
－１
１１ｇ

Ｔ（ｘ）Ｖ１，

ｗ＝－１２Ｒ
－１
２２ｋ

Ｔ（ｘ）Ｖ２ }． （１０）

将式（１０）代入式（９）得到两个耦合的 ＨＪ方
程：

Ｑ１（ｘ）－
１
４（Ｖ１）

Ｔｇ（ｘ）Ｒ－１１１ｇ
Ｔ（ｘ）Ｖ１＋（Ｖ１）

Ｔｆ（ｘ）＋

１
４（Ｖ２）

Ｔｋ（ｘ）Ｒ－１２２Ｒ１２Ｒ
－１
２２ｋ

Ｔ（ｘ）Ｖ２－

１
２（Ｖ１）

Ｔｋ（ｘ）Ｒ－１２２ｋ
Ｔ（ｘ）Ｖ２＝０，

Ｑ２（ｘ）－
１
４（Ｖ２）

Ｔｋ（ｘ）Ｒ－１２２ｋ
Ｔ（ｘ）Ｖ２＋（Ｖ２）

Ｔｆ（ｘ）＋

１
４（Ｖ１）

Ｔｇ（ｘ）Ｒ－１１１Ｒ２１Ｒ
－１
１１ｇ

Ｔ（ｘ）Ｖ１－

１
２（Ｖ２）

Ｔｇ（ｘ）Ｒ－１１１ｇ
Ｔ（ｘ）Ｖ１＝０．

这是两个非线性偏微分方程，很难得到解析

解．

２　无模型积分策略迭代算法

为了分析无模型积分策略迭代 （ｐｏｌｉｃｙ
ｉｔｅｒａｔｉｏｎ，ＰＩ）算法，首先给出一个已知模型非零和
博弈的ＰＩ算法．

算法１的步骤如下：
步骤１　给定初始稳定控制策略 ｕ１和干扰

策略ｗ１，设定ｉ＝１．
步骤２（策略评价）　根据已知ｕｉ和ｗｉ，通过

下面的李雅普诺夫方程求解Ｖｉ１和Ｖ
ｉ
２：

　

０＝ｒ１（ｘ，ｕｉ，ｄｉ）＋（Ｖ
ｉ
１）
Ｔ（ｘ）（ｆ（ｘ）＋

ｇ（ｘ）ｕｉ（ｘ）＋ｋ（ｘ）ｗｉ（ｘ）），

０＝ｒ２（ｘ，ｕｉ，ｄｉ）＋（Ｖ
ｉ
２）
Ｔ（ｘ）（ｆ（ｘ）＋

ｇ（ｘ）ｕｉ（ｘ）＋ｋ（ｘ）ｗｉ（ｘ））










．

（１１）

步骤３（策略提高）　更新控制和干扰策略：
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ｕｉ＋１（ｘ）＝－
１
２Ｒ

－１
１１ｇ

Ｔ（ｘ）Ｖｉ１（ｘ），

ｗｉ＋１（ｘ）＝－
１
２Ｒ

－１
２２ｋ

Ｔ（ｘ）Ｖｉ２（ｘ） }． （１２）
步骤４　如果‖Ｖｉｊ－Ｖ

ｉ－１
ｊ ‖≤ε（ｊ＝１，２，ε是

预设的正实数），停止算法并输出 Ｖｉ１，Ｖ
ｉ
２；否则，设

ｉ＝ｉ＋１，并转到步骤２．
可以证明［１１］当 ｉ→∞时，算法 １得到的 Ｖｉｊ

（ｊ＝１，２），ｕｉ，ｗｉ分别收敛到 ＨＪ方程的最优解
Ｖｊ，最优纳什平衡策略ｕ和ｗ．

接下来给出在线无模型积分ＰＩ算法．为了规
避系统模型的信息，将探测信号 ｅ先后加入到控
制策略 ｕｉ和干扰策略 ｗｉ中，假设探测信号是预
知的非零有界可测信号，‖ｅ‖≤ｅＭ．

系统（１）变为
ｘ＝ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）（ｕｉ＋ｅ）＋ｋ（ｘ）ｗｉ，

ｘ＝ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）ｕｉ＋ｋ（ｘ）（ｗｉ＋ｅ） }． （１３）
值函数Ｖｉ１，Ｖ

ｉ
２关于时间的导数为

Ｖｉ１＝（Ｖ
ｉ
１）
Ｔ（ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）（ｕｉ＋ｅ）＋ｋ（ｘ）ｗｉ），

Ｖｉ２＝（Ｖ
ｉ
２）
Ｔ（ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）ｕｉ＋ｋ（ｘ）（ｗｉ＋ｅ）） }．（１４）

利用式（１１），式（１２）从ｔ到ｔ＋Ｔ积分式（１４）得到

Ｖｉ１（ｘｔ＋Ｔ）－Ｖ
ｉ
１（ｘｔ）＝－∫

ｔ＋Ｔ

ｔ
ｒ１（ｘ，ｕｉ，ｗｉ）ｄτ－

２∫
ｔ＋Ｔ

ｔ
ｕＴｉ＋１Ｒ１１ｅｄτ， （１５）

Ｖｉ２（ｘｔ＋Ｔ）－Ｖ
ｉ
２（ｘｔ）＝－∫

ｔ＋Ｔ

ｔ
ｒ２（ｘ，ｕｉ，ｗｉ）ｄτ－

２∫
ｔ＋Ｔ

ｔ
ｗＴｉ＋１Ｒ２２ｅｄτ． （１６）

其中ｘ（ｔ）和ｘ（ｔ＋Ｔ）记为ｘｔ和ｘｔ＋Ｔ．
在式（１５）和式（１６）中没有出现ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）和

ｋ（ｘ）的信息，因此得到了下面的无模型积分ＰＩ算
法．

算法２的步骤如下：
步骤１　给定初始稳定控制策略 ｕ１和干扰

策略ｗ１，设定ｉ＝１．
步骤２　已知 ｕｉ，ｗｉ，ｅ解下面的方程求解

Ｖｉ１，Ｖ
ｉ
２，ｕｉ＋１，ｗｉ＋１，

Ｖｉ１（ｘｔ）＝Ｖ
ｉ
１（ｘｔ＋Ｔ）＋∫

ｔ＋Ｔ

ｔ
ｒ１（ｘ，ｕｉ，ｗｉ）＋

２∫
ｔ＋Ｔ

ｔ
ｕＴｉ＋１Ｒ１１ｅｄτ， （１７）

Ｖｉ２（ｘｔ）＝Ｖ
ｉ
２（ｘｔ＋Ｔ）＋∫

ｔ＋Ｔ

ｔ
ｒ２（ｘ，ｕｉ，ｗｉ）＋

２∫
ｔ＋Ｔ

ｔ
ｗＴｉ＋１Ｒ２２ｅｄτ． （１８）

步骤３　如果‖Ｖｉｊ－Ｖ
ｉ－１
ｊ ‖≤ε（ｊ＝１，２，ε是

预设的正实数），停止算法并输出 Ｖｉ１，Ｖ
ｉ
２；否则，设

ｉ＝ｉ＋１，并转到步骤２．
在算法２中同时更新值函数、控制策略和干

扰策略．

３　算法实现

为了实现算法２，使用２个评价神经网络和２
个执行网络用来近似值函数、控制策略和干扰策

略．这里为了简化表示，记ｍ＝ｑ＝１．对式（１７）和
式（１８），Ｖｉｊ（ｘ）（ｊ＝１，２），ｕｉ＋１（ｘ），ｗｉ＋１（ｘ）可以
用单层神经网络表示如下：

Ｖｉ１（ｘ）＝（Ｗ
１
ｉ）
Ｔ１（ｘ）＋ε

１
ｉ（ｘ）； （１９）

Ｖｉ２（ｘ）＝（Ｗ
２
ｉ）
Ｔ２（ｘ）＋ε

２
ｉ（ｘ）； （２０）

ｕｉ＋１（ｘ）＝（Ｗ
３
ｉ＋１）

Ｔ３（ｘ）＋ε
３
ｉ＋１（ｘ）；（２１）

ｗｉ＋１（ｘ）＝（Ｗ
４
ｉ＋１）

Ｔ４（ｘ）＋ε
４
ｉ＋１（ｘ）．（２２）

其中：Ｗｊｉ（ｊ＝１，２，３，４）是具有适当维数的未知理
想权值；ｊ（ｊ＝１，２，３，４）是激活函数，采用多项式
函数；εｊｉ（ｊ＝１，２，３，４）是有界神经网络近似误差．
当隐藏层的神经元数量趋于无穷时，近似误差一

致趋于零．因为理想的权值未知，假设评价网络和
执行网络的输出为

Ｖ^ｉ１（ｘ）＝（^Ｗ
１
ｉ）
Ｔ１（ｘ）； （２３）

Ｖ^ｉ２（ｘ）＝（^Ｗ
２
ｉ）
Ｔ２（ｘ）； （２４）

ｕ^ｉ＋１（ｘ）＝（^Ｗ
３
ｉ＋１）

Ｔ３（ｘ）； （２５）
ｗ^ｉ＋１（ｘ）＝（^Ｗ

４
ｉ＋１）

Ｔ４（ｘ）． （２６）
其中 Ｗ^１ｉ，^Ｗ

２
ｉ，^Ｗ

３
ｉ＋１，^Ｗ

４
ｉ＋１是当前估计值．

使用式（２３）～式（２６），式（１７）和式（１８）可
以写成下面的形式：

（ψ１ｋ）
Ｔ
Ｗ^１ｉ
Ｗ^３ｉ

[ ]
＋１

＝θ１ｋ； （２７）

（ψ２ｋ）
Ｔ
Ｗ^２ｉ
Ｗ^４ｉ

[ ]
＋１

＝θ２ｋ． （２８）

其中：θｊｋ ＝∫
ｔ＋ｋＴ

ｔ＋（ｋ－１）Ｔ
ｒｊ（ｘ，ｕｉ，ｗｉ）ｄτ（ｊ＝１，２）；

ψ１ｋ＝［（１（ｘｔ＋（ｋ－１）Ｔ）－１（ｘｔ＋ｋＴ））
Ｔ，－２∫

ｔ＋ｋＴ

ｔ＋（ｋ－１）Ｔ

Ｒ１１ｅ
Ｔ
３（ｘ）ｄτ］；

ψ２ｋ ＝［（２（ｘｔ＋（ｋ－１）Ｔ）－２（ｘｔ＋ｋＴ））
Ｔ，－２∫

ｔ＋ｋＴ

ｔ＋（ｋ－１）Ｔ

Ｒ２２ｅ
Ｔ
４（ｘ）ｄτ］．
因为式（２７）和式（２８）是一维方程，不能保证

解的唯一性．使用最小二乘法计算参数向量：

（Φ１ｉ）
Ｔ
Ｗ^１ｉ
Ｗ^３ｉ[ ]

＋１

＝Θ１ｉ，（Φ
２
ｉ）
Ｔ
Ｗ^２ｉ
Ｗ^４ｉ[ ]

＋１

＝Θ２ｉ．

其中： Φｊｉ＝［ψ
ｊ
１，…，ψ

ｊ
Ｋ］（ｊ＝１，２）；

Θｊｉ＝［θ
ｊ
１，…，θ

ｊ
Ｋ］（ｊ＝１，２）．
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如果Φｊｉ列满秩，则：
Ｗ^１ｉ
Ｗ^３ｉ

[ ]
＋１

＝（Φ１ｉ（Φ
１
ｉ）
Ｔ）－１Φ１ｉΘ

１
ｉ；

Ｗ^２ｉ
Ｗ^４ｉ

[ ]
＋１

＝（Φ２ｉ（Φ
２
ｉ）
Ｔ）－１Φ２ｉΘ

２
ｉ．

因此采样数据 Ｋ要取得足够大，Ｋｍｉｎ ＝
ｒａｎｋ（Φｊｉ）＝Ｎ１＋Ｎ２（Ｎ１，Ｎ２分别对应 Ｗ^

１
ｉ和 Ｗ^

３
ｉ＋１

的维数），以保证（Φ１ｉ（Φ
１
ｉ）
Ｔ）－１存在．最小二乘问

题可以通过采集系统数据实时求解．

４　仿真例子

为了验证算法的有效性，本文利用 Ｍａｔｌａｂ软
件对算法２进行了仿真实验．

考虑下面的非线性系统：

ｘ＝ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）ｕ＋ｋ（ｘ）ｗ．
其中：

ｆ（ｘ）＝

ｘ２－２ｘ１
－ｘ２－０５ｘ１＋０２５ｘ２（ｃｏｓ（２ｘ１＋２））

２＋

０２５ｘ２（ｓｉｎ（４ｘ
２
１）＋２）









２

；

ｇ（ｘ）＝
０

ｃｏｓ（２ｘ１＋２[ ]）；ｋ（ｘ）＝
０

ｓｉｎ（４ｘ２１）[ ]＋２
．

性能指标（２），（３）分别定义为 Ｑ１（ｘ）＝
２ｘＴｘ，Ｒ１１＝Ｒ１２＝２Ｉ，Ｑ２（ｘ）＝ｘ

Ｔｘ，Ｒ２１＝Ｒ２２＝Ｉ，其
中Ｉ代表单位矩阵．

设置初始状态 ｘ０＝［１　２］
Ｔ．神经网络激活

函数１（ｘ）＝２（ｘ）＝３（ｘ）＝４（ｘ）＝［ｘ
２
１　

ｘ１ｘ２　ｘ
２
２］
Ｔ，其初始参数均设置为零．探测信号选

择ｅ＝ｓｉｎ（ｔ），算法在线执行，系统响应数据采集
周期Ｔ＝００４，最小二乘法需要２０组数据，所以
每０８ｓ更新一次激活函数参数．图１表示Ｖ１的

图１　Ｖ１参数更新
Ｆｉｇ１　Ｖ１ｐａｒａｍｅｔｅｒｕｐｄａｔｅ

图２　Ｖ２参数更新
Ｆｉｇ２　Ｖ２ｐａｒａｍｅｔｅｒｕｐｄａｔｅ

参数对更新次数的变化，图２表示Ｖ２的参数对更
新次数的变化，可以看出在３次更新以后参数基
本保持不变．图３表示在得到控制器和干扰器作
用下的系统响应图．

图３　系统状态响应
Ｆｉｇ３　Ｓｙｓｔｅｍｓｔａｔｅｒｅｓｐｏｎｓｅ

　　从图１和图２可以看出，值函数的权重Ｗ很
快就收敛到了稳定值．从图３可以看出得到的控
制器可以保证系统一致最终有界的．

５　结　　语

本文提出一种无模型积分策略迭代算法求解

非零和博弈问题，通过在控制策略和干扰策略中

加入已知噪声，消除算法迭代对系统信息模型的

依赖．值函数、控制策略和干扰策略同时更新，加
快了算法收敛速度．最后仿真算例验证了算法的
有效性．

（下转第３２６页）
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