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脆性颗粒材料的超弹性软化模型及应变局部化模拟
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摘, , , 要：在 8&+&=/软化模型的基础上，考虑颗粒材料的变形和破坏机制，认为颗粒材料以剪切变形和破
坏为主，提出了表示软化程度的软化因子概念，发展了两种能够部分表征颗粒材料力学行为特征的软化模式，

并基于 >">?26用户材料子程序（29>@）开发相应程序$数值算例考察了上述模型模拟颗粒材料应变局部
化现象和软化现象的能力$结果表明了所建议模型的有效性和可行性$
关, 键, 词：颗粒材料；超弹性软化；应变软化；软化因子；应变局部化
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, , 颗粒材料在宏观上具有非常复杂的力学行
为，如非线性、应变软化等$为描述颗粒材料的力
学行为，基于连续介质模型已发展了大量弹塑性

模型$这些模型需至少包含屈服面、流动法则和硬
化（软化）法则 * 个基本要素$然而上述 * 个基本
要素的确定通常具有一定难度$除弹塑性模型外，
近年来，超弹性模型亦被用来描述岩土颗粒材料

的力学行为［# % *］$如 %3*)C和 O3’基于热力学失稳
和弹性模量的压力相关性推导了一个能够计算屈

服和剪胀性的 PB 模型［!，$ % +］$ B3)*4 和 Q’N(3) 则
将压力相关性的超弹性模型和相应塑性模型联合

模拟土的力学行为［(］$ F&’+1L5 等基于弹性模量

为平均应力的幂函数推导了满足热力学要求的超

弹性模型［*］$ 考虑到颗粒材料力学特性，超弹性
模型仅适用于应变非常小的颗粒材料体系，当需

要描述颗粒材料的破坏行为时，通常将超弹性模

型与塑性模型或损伤模型相结合$ 8&+&=/［)］提出
的基于超弹性软化模型的概念则给出了另外一条

可能的途径$ 超弹性软化模型的主要思想为［)］：
!真实材料的应变能存在一个极限值；"真实材
料的应变能为理想材料应变能的函数$ 随着应变
增大（假定趋于无穷大），真实材料的应变能将趋

于极限值，其应力 %应变关系表现出软化现象$必
须指出 8&+&=/超弹性模型是针对脆性材料或生
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物体材料提出的，且其模型假定真实材料和理想

材料的应变相同，但应力不同!因此在超弹性软化
模型中通常以应变描述应变能!
超弹性软化模型概念清晰，且形式简单，易于

数值实现!本文试图将针对脆性材料和生物体材
料的 "#$#%&超弹性模型扩展至颗粒材料!考虑颗
粒材料主要以剪切变形和破坏为主，文献［"］发
展一个颗粒材料的超弹性软化模型，本文在此基

础上，进一步建议体积应变能和剪切应变能区别

处理，得到了两种修正的超弹性软化模型!并基于
’(’)*+平台开发了相应的程序代码!数值算例
考察了修正模型模拟应变局部化及应变软化现象

的能力，验证了所建立模型的可行性与正确性!

#! $%&%’(超弹性软化模型

为保持论文完整性，简单介绍 "#$#%&超弹性
软化模型的概念［)］! 以 !（!）表示真实材料的应
变能，其应力可表示为

! * +! , #" !!
!!

", ! （#）

其中：! * -./（"）；!为 0123&4 , 56..7 变形张量，
其与变形梯度 "的关系为

! * "," ! （+）
假定存在一个与真实材料具有相同应变的理

想材料，该理想材料的应变能以 " 表示，若真实
材料性质与理想材料相同，则

! *" ! （-）
此时，真实材料的应变能具有下列特征：

"!"#.$! *"#. ! （/）
其中"·"表示张量的模! 式（/）表明对理想材
料（或与理想材料具有相同性质的真实材料）而

言随着应变增加，应变能是无限制增加的!考虑到
一般情况下，真实材料会在一定条件下发生破坏，

意味着真实材料的应变能随应变增加到某一程度

时具有一个临界值［)］，即

"!"#.$" * 3#78/17/ ! （0）
其中，"表示材料破坏时的极限应变能!式（0）所
表述的材料破坏准则在本质上与传统的 9:8.8准
则或 ,6.831 准则类似，均表示变形能存在临界
值!满足式（0）的应变能具有多种表达式，一般可
假定真实材料的应变能为理想材料应变能的函

数，即

"!"#.$!（"（!））*" * 3#78/17/ !（1）
"#$#%&给出的一个表达式为

!（"）*" ,".;<（ ,"#"）! （)）

其中，

!（" * 2）* 2；!（" * .）*" ! （"）
将式（)）代入式（#），相应地有

! * +! , #" !!
!!

",.;<（ ,"#"）! （3）

对比式（#）可以看到，式（3）存在指数因子
.;<（ ,"#"），随应变的增加，理想材料的应变能
"不断增加，指数因子 .;<（ , "#"）从 # 向 2 趋
减，应力增加的趋势不断减小，并且应力在达到某

一极限值后开始减小! 这使得式（3）能够反应材
料的应变软化现象! 基于式（3）的模型称为超弹
性软化模型!
对于线性各向同性超弹性材料，在小变形的

情况下其应变能函数可表示为

" * #
+ $#+ 4%&+

8 ! （#2）

式中，#和 &+
8 分别为应变第一主不变量和偏应变

第二主不变量!

+! 修正的超弹性软化模型

考虑到岩土颗粒材料在破坏过程中体变部分

与形变部分所起作用不同，因此在软化模型中采

用不同的处理方式!
!" #$ 第一种软化方式：仅对形变部分软化
考虑颗粒材料的变形和破坏特性，通常认为

颗粒材料是以剪切变形和破坏为主，为此仅在应

变能的剪切部分引入了软化函数，则有

!+# * #
+ $#+ 4" # , .;<（ ,

%&+
8

"[ ]） ! （##）

进一步可认为颗粒材料的应变能由部分修正

后的应变能（表征软化部分的材料）和部分理想

材料的应变能组成，即

!9# *（# , $）" 4 $!+# ! （#+）
式中 $为表示材料软化程度的因子，本文建议采
用式（#-）计算：

$ *
$2 4 %%&， $2 4 %%&&#；

#， $2 4 %%&’#{ ’
（#-）

可见因子 $ 在一定程度上可视为扰动状态
因子［3 , #2］!式中 $2 为初始软化参数，% 为模型参
数，表征了软化对等效应变的依赖程度，%& 为等效

应变，采用
+
- &()&! ()计算!

对应变能函数 !9#求导可得到相应的应力，

进一步对应变求导可得到相应的模量张量!
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!" !# 第二种软化方式：体变部分与形变部分采
用不同的极限值

! ! 对于颗粒材料而言，考虑虽然其更容易发生
剪切破坏，但也可发生体变部分的破坏!为此本文
假定极限体积应变能大于极限剪切应变能，分别

考虑其软化，将第二种软化函数表示为

!"" #"$ $ % #$% %!#
"

""( )( )
$

&"" $ % #$% %
"#"&
"( )( )

"
!

（$’）
其中："$ 为极限体积应变能；" "为极限剪切应变

能!按照处理第一种软化方式相似的方法，进一步
将应变能函数修正为

!’" #（$ % $）$ & $!"" ! （$(）
式中 $计算见式（$)）!由式（$(）可得到相应的应
力和模量张量!

)! 数值算例

算例 $! 考虑图 $ 所示平面应变条件下的颗
粒材料集合体，尺寸为 *+ , ( - *+ . (，上边界单
元节点在水平方向被约束，下边界 %，& 方向的自
由度被约束，左右边界自由，颗粒集合体夹在两刚

性板之间，承受由位移控制竖向加载!数值模拟所
采用的参数为：体积模量 ! # ,* ’)*，剪切模量
" # )* ’)*，参数 " # /+ ( +, - ()，参数 "$ #
$(+ * +, - ()，参数 "" # /+ ( +, - ()，$* # *+ (，% #
$*!为考察式（$"）与式（$(）所建立模型对颗粒材
料力学行为的模拟能力及参数 $* 和 %的影响，图
" 给出了 ./0/+1 软化模型与第一种和第二种修
正的软化模型所预测的位移承载曲线! 由图 " 可
以看出，随着位移加载，./0/+1 软化方式与两种
软化方式所预测的颗粒集合体的承载力均先逐

图 $# 平板压缩问题网格图
%&’" $# (&)’*)+ ,- +./0 -,* 10. *.21)3’4. 54)3. /678.21.9

1, ) 5*./2*&7.9 :.*1&2)4 9&/54)2.+.31

图 !# ;,4,<0软化方式与两种软化方式所预测的位移
承载曲线图（!= >=" ?，" >$=）

%&’" !# @,)9A9&/54)2.+.31 26*:./ 5*.9&21.9 7B 10.
;,4,<0 /,-1.3&3’ +,9.4 )39 10. 1C, /,-1.3&3’
+,9.4/（!= >=" ?，" >$=）

渐升高，当加载位移达到 0 ((时，./0/+1软化方
式的承载力开始降低，材料进入软化阶段，当加载

位移达到 $$ ((时，两种软化方式的承载力开始
降低，材料进入软化阶段!图 ) 给出了加载位移为
$( ((时两种软化方式所预测的等效应变分布
图!可以看出，两种软化方式均预测出了明显的剪
切带，第一种软化方式的高等效应变区域较第二

种软化方式大!考察 $* 的变化对于材料软化的影

响，图 ’ 所示为第一种软化方式在加载位移为 $(
((，$* 分别取 *+ "(，*+ (* 和 *+ /( 且 %取 $* 时的
位移承载曲线图!可以看到，$* 在取 *+ (* 时软化
明显!由于结果的相似性，未讨论第二种软化方式
在不同 $* 取值时的位移承载曲线图!考察 %的变
化对于材料软化的影响，图 ( 给出第一种软化方
式在加载位移为 $( ((，% 分别取 (，$* 和 $( 且
$* 取 *+ (* 时的位移承载曲线，当 % 取 $* 时，材
料软化明显!第二种软化方式结果类似，故未讨论
第二种软化方式在不同 %取值时的位移承载曲线
图!从图 ’可以看出 $* 取 *+ (* 时等效应变区域最
大，剪切带最为明显 ! 从图(可以看到%取$*时

图 D# 等效应变分布图（!= >=" ?，" >$=，
加载位移 >$? ++）

%&’" D# EF6&:)4.31 /1*)&3 9&/1*&761&,3（!= >=" ?，" >$=
4,)9 9&/54)2.+.31 >$? ++）

（*）—第一种软化方式；（2）—第二种软化方式!
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图 !" 第一种软化方式所预测的等效应变分布图
#$%& !" ’()$*+,-./ 0/1+$. 2$0/1$3)/$4. 51-2$6/-2 37 /8- 9$10/ 049/-.$.% :42-,
（!）—位移 "承载；（"）—!# $ #% &’；（#）—!# $ #% ’#；（$）—!# $ #% (’%

图 ;" 第一种软化方式所预测的等效应变分布图
#$%& ;" ’()$*+,-./ 0/1+$. 2$0/1$3)/$4. 51-2$6/-2 37 /8- 9$10/ 049/-.$.% :42-, <$/8 ! =;，>?，>;，"? =?& ;?

).2-1 /8- ,4+2 2$05,+6-:-./ 49 >; ::
（!）—位移 "承载；（"）—" $ ’；（#）—" $ )#；（$）—" $ )’%

图 @" 第一种软化方式所预测的不同时刻的等效应变分布图（"? =?& ;，! =>?）
#$%& @" ’()$*+,-./ 0/1+$. 2$0/1$3)/$4. 51-2$6/-2 37 /8- 9$10/ 049/-.$.% :42-, +/ 2$99-1-./ 0/-5 /$:-（"? =?& ;，! =>?）

（!）—加载位移 $ )% ’ &&；（"）—加载位移 $ *% # &&；（#）—加载位移 $ )#% ’ &&；（$）—加载位移 $ )+% ’ &&%

图 A" 地基平面网格图
#$%& A" B$+%1+: 49 :-08 941 /8- 04$, 94).2+/$4.

等效应变区域最大，且剪切带最为明显%图 * 所示
为不同加载时刻时第一种软化方式的等效应变分

布图，可以看到，随着加载位移的增大，应变局部

化逐渐增加，剪切带逐渐产生%由于第二种软化方

式在不同 !# 与 " 取值时的等效应变分布与第一
种软化方式类似，故未给出第二种软化方式的等

效应变分布图%
! ! 算例 & ! 考虑图 ( 所示地基变形，尺寸为
,+ & - )( &%忽略自重，地基通过位于其上的刚性
基础而受到荷载作用，地基和基础之间的接触面

假定为理想粘接% 所施荷载通过位于基础中心的
有限元网格节点垂直作用于地基% 地基的底部边
界固定，左右两边界水平方向固定%模拟所用参数
为体积模量 ! $ *# ’(!，剪切模量 " $ ,# ’(!，参
数# $ + )* + &,，参数 #) $ )# )* + &,，参数 #& $
+ )* + &,，!# $ #% ’，" $ )#%

+,( 东北大学学报（自然科学版）! ! ! 第 ,( 卷
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图 " 为加载位移为 #$ !"时理想模型与两种
软化模型所预测的等效应变分布图#从图中看到，
第一种软化方式的等效应变局部化区域最大，其

应变局部化最明显#理想模型的局部化区域最小，
应变局部化不明显#

图 !" 等效应变分布图（!# $#% &，" $’#，加载位移 $(# )*）
+,-% !" ./0,123456 7682,5 9,768,:06,;5（!# $#% &，" $’#，3;29 9,7<32)4*456 $(# )*）

（$）—第一种软化方式；（%）—第二种软化方式；（!）—理想模型#

%! 结! ! 论

&）本文将 &’(’)*超弹性软化模型推广到脆
性颗粒材料，所建议的模型具有模拟颗粒材料应

变软化及应变局部化的能力#
’）表征软化部分比例的控制因子 ! 本质上
类似于扰动状态概念中的扰动因子，其演化应伴

随着材料从理想状态向软化状态调整# 软化因子
!采用随等效应变线性变化的演化方程，能够较
好地模拟颗粒材料应变软化及应变局部化现象#

#）第二种软化方式实质上包含了第一种软
化方式#当第二种软化方式的参数 "& 取到无穷

大时，意味着未对体变部分进行软化，这时第二种

软化方式退化为第一种软化方式#
%）相对于颗粒材料的其他本构的模型，超弹
性软化模型主要以真实材料的应变能存在极限为

基础，概念清晰，表达式简单，易于数值实现，希望

能给颗粒材料本构行为的研究工作者一些借鉴#
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