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载人月球车曲率连续行驶轨迹的逆问题分析
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摘, , , 要：为了分析月 %地重力条件对宇航员驾驶载人月球车时所带来的操纵差异，采用线性二次最优的
方法得到载人月球车的操纵动力学逆系统，对典型工况曲率连续条件下的轨迹路径函数进行推导，求得月 %
地不同重力条件下宇航员行驶相同轨迹所需的操纵输入’计算结果表明，为了行驶相同的轨迹路线，由于月 %
地重力条件的不同，当宇航员在月球重力条件下驾驶载人月球车时，需要做出比地球重力条件下更快的反应

速度，更大的操纵幅度，以及更频繁的操纵变换，也说明了月面驾驶载人月球车具有更高的操纵难度’
关, 键, 词：载人月球车；操纵动力学；逆系统；曲率连续函数；操纵差异
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, , 近年来探月工程发展迅速，实施月面巡视探
测任务的月球车也成为国内外研究的重点内

容［# % !］’其中载人月球车（$F:）可以搭载航天员
到达距离登月舱较远的地方［+ % $］，并运送大量的

月球采样样品，完成多种探测任务，因此，以载人

月球车为主的月面活动技术是载人探月及建立月

球基地的关键技术’ 载人月球车移动系统作为承

载平台不仅要承担一定的质量，还要保证宇航员

在行驶中的安全，同时在月球上驾驶载人月球车

时，宇航员面对的是未知的地形环境［)］，需要避

让岩石或陨石坑等障碍，因此要求月球车在月球

重力下具有较好的操纵稳定性’
载人月球车操纵逆动力学方法不需要建立驾

驶员模型，就可以反求出驾驶员对汽车施加的操
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纵输入［" # $］!在月球条件下的驾驶员模型也比较
难获得，采用操纵逆动力学方法对载人月球车的

操纵动力学特性进行研究，得到相应的车轮操纵

转角，将会解决虚拟样车设计阶段中载人月球车

最佳行驶性能的动态仿真与控制等关键问题!
载人月球车逆动力学的研究思路与“正问

题”的方法不同，它是在已知载人月球车模型、运

动状态的基础上，反求得所允许的宇航员操纵输

入，进而分析什么样的操纵，才是大多数驾驶员所

容易接受的，行驶最安全和最快速的［%］!
本文为了保证载人月球车在行驶过程中，不

存在轨迹路线的曲率突变，要求行驶轨迹的函数

为曲率连续的函数!针对各种不同的工况，进行曲
率连续的轨迹函数数学模型的建立，分析月 #地
不同重力条件对宇航员驾驶载人月球车所带来的

影响!

&! 载人月球车动力学逆系统建模

根据达朗贝尔原理，可得如下动力学方程：
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式（&）中的相关参数如表 & 所示!

表 !" 载人月球车参数
#$%&’ !" ($)$*’+’), -. /01

变量 单位 说明

’ % & $ 载人月球车质心处行进速度

! "’( 载人月球车横摆角

% "’( 载人月球车质心的偏侧角

(" "’( # & 车轮的相对侧偏刚度，(" ’ ." 0 12

## "’( 前轮转向角

& % 轴距

&# & &" % 载人月球车质心距前 &后轴（轮）的距离

% )* 载人月球车整车总质量

$ % & $) 重力加速度

!" )*·%) 绕过质心铅锤线的转动惯量

%$ )* 悬架上质量

!*+ )*·%) 悬架上质量绕 +轴的转动惯量

$ "’( 载人月球车侧倾角

-$ +·% & "’( 悬架等效侧倾刚度

.$ +·%·$ & "’( 悬架等效侧倾阻尼

, % 侧倾力臂

! ! 定义载人月球车航向角 & ’ % ( !，轨迹坐标
（34，35），初始时载人月球车航向角为 *，轨迹坐
标为（*，*），则载人月球车轨迹坐标与航向角的
关系式可表示为

)34 ’ ’,-$（! ( %），
)35 ’ ’$./（! ( %） }/

（)）

定义 载 人 月 球 车 状 态 变 量 !（ 6） ’
)! ! % )[ ]$ $ 0，输出变量 &（ 6）’ ! ( %，联立
方程（&）和（)）可得载人月球车航向角输出的状
态方程：

"!（ 6）’ #!（ 6）( $! #（ 6），

&（ 6）’ %!（ 6） }/
（+）

由式（+）可以得到载人月球车宇航员操纵输
入和航向角输出关系的正动力学系统，下面求解

相应的逆动力学系统!定义性能指标［&*］：

! 7 &
) !

,

*
［（"&（ 6）8 &（ 6））&（"&（ 6）8 &（ 6））9

! !0
#（ 6）’! #（ 6）］(6 / （-）
其中：&和 ’ 为权重系数矩阵；"&（ 6）为当载人月
球车按照预定轨迹路线行驶时的航向角时间函

数!并可以看出当性能指标 !越接近 * 时，载人月
球车与预定轨迹路线越接近，同时，为了保证 ! #

的物理可实现性，系数矩阵 ’ 不能为零矩阵! 此
时，上述载人月球车逆动力学系统的求解问题可

以转化为二次型最优输出跟踪问题的求解!

)! 曲率连续轨迹函数的数学模型

23 !" 曲率连续的”4”字形轨迹模型
载人月球车沿固定的“$”字形轨迹匀速行

驶，可以用于评价载人月球车的转向轻便性能以

及路感的好坏!采用曲率连续的轨迹函数，双纽线
的极坐标方程表示为

: ’ ; . $./)’! . ! *#’#!
) ，!#’#+!( )) / （/）

式中：: 为“$”字形轨迹的极径（%）；’ 为极径与
直角坐标系中 4轴的夹角（极角）（ "’(）!
该极坐标轨迹函数的优点是曲率连续，并且

在原点处曲率为 *，即当载人月球车沿 34 轴直线

驶入式（/）的轨迹中时，可以始终保持曲率连续
地进入“$”字形轨迹，而并不需要过渡曲线的连
接!直角坐标系中的坐标参数方程为

34 ’)/,-$’ .$./)’! . ! *#’#!
)，!#’#

+!( )) ；

35 ’)/$./’ .$./)’! . ! *#’#!
)，!#’#

+!( ))
}! （0）
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载人月球车由直线行驶，并驶入式（"）所示
的曲线轨迹，如图 # 所示!

图 !" 载人月球车直线进入“#”字形路线行驶轨迹
$%&’ !"“#”()*+, +*-) ./ 012

3’ 3" 曲率连续的正弦轨迹模型
为了保证载人月球车在行驶过程中不发生突

变转向，则要求行驶轨迹的曲率为连续函数，相应

的轨迹函数一阶和二阶可导且连续，此时载人月

球车操纵器转向角和车轮转角、转向力矩，以及向

心加速度都是连续变化的函数，此时的各参数与

轨迹之间的关系能够提供有用的信息! 首先载人
月球车沿 !" 轴直线行驶，然后驶入正弦函数轨

迹，如下式所示：

!# $ %，! !"#&% " ；

!# $ &#$%
!
’%（!" ( &%），! !" ) &% }" !

（*）

显然式（*）在 " $ &% " 处存在曲率不连续
点，因此需要一段过渡函数，使载人月球车从直线

行驶可以曲率连续地过渡到正弦函数轨迹上!
使载人月球车在 !" $ + " 处开始转向，驶入

过渡函数，然后在 !" $ &+ " 处驶出过渡函数，并
驶入正弦函数轨迹!定义直线行驶阶段函数为

!##（!"）$ % $ （,）
定义正弦轨迹行驶阶段函数：

!#’（!"）$ &#$%
!
’%（!" ( &%）$ （-）

定义过渡行驶阶段函数 !#&（!"），该函数为待

求函数，为了保证载人月球车在 ’ 段轨迹函数上
曲率均为连续，则有如下边界关系：

!#&（+）$ !##（+）$ %，

!%#&（+）$ !%##（+）$ %，

!&#&（+）$ !&##（+）$ %，

!#&（&+）$ !#’（&+）$ #，

!%#&（&+）$ !%#’（&+）$!
’!
’% ，

!&#&（&+）$ !&#’（&+）$
( !&

-%%















!

（#%）

采用一个五次函数对过渡行驶阶段函数进行

拟合，拟合函数为

!#&（!"）$ ’+!
+
" . ’/!

/
" . ’’!

’
" . ’&!

&
" . ’#!" . ’% $

（##）
由式（#%）的边界条件可求得相应系数的取

值!则综合式（,），式（-），式（##）可得载人月球车
由直线驶入正弦轨迹的函数：

!# $

%，! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! "#+ "；
’+!

+
" . ’/!

/
" . ’’!

’
" . ’&!

&
" . ’#!" . ’%，

! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! + " 0 " 0 &+ "；

&#$% !
’%（" ( &%），! ! ! ! ! "$&+
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载人月球车由直线行驶并曲率连续地进入正

弦轨迹行驶，路线轨迹如图 & 所示，分为 ’ 个阶
段：直线行驶阶段、过渡行驶阶段、正弦轨迹行驶

阶段!

图 3" 载人月球车由直线进入正弦路线行驶轨迹
$%&’ 3"“4%5,”-6*7, 8%-) 7.5-%59.9( 796:*-96, ./ 012

3’ ;" 曲率连续的障碍躲避轨迹模型
首先不考虑曲率连续问题，将载人月球车躲

避障碍行驶分为 + 个直线行驶阶段：初始直线行
驶阶段、发现障碍并避让行驶阶段、完全避开障碍

直线行驶阶段、返回行驶路线阶段和最终回归原

直线行驶路线阶段!这 + 个阶段可表达为

!# $

%， %#" 0 #% "；
%1 #,!" ( #1 ,， #% "#" 0 ’% "；

’1 "， ’% "#" 0 /% "；
( %1 #,!" . #%1 ,，/% "#"#"% "；

%， " ) "%













"!

（#’）

显然，在每一个阶段轨迹进入到下一个阶段

轨迹时，都会发生曲率不连续点，一共含有 / 个曲
率不连续点!针对上述情况，对躲避障碍轨迹的第
& 阶段和第 / 阶段的轨迹函数进行更改，其余 ’
个阶段均不发生改变! 定义第 & 阶段和第 / 阶段
轨迹函数为

!#& $ (+!
+
" . (/!

/
" . (’!

’
" . (&!

&
" . (#!" . (%，

! ! ! ! ! #% "#"#’% "；
!#/ $ )+!

+
" . )/!

/
" . )’!

’
" . )&!

&
" . )#!" . )%，

! ! ! ! ! ! /% "#"#"%










"!

（#/）
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同时式（"#）与式（"$）中的第 "、第 $ 和第 %
阶段的轨迹函数，应保证轨迹连续，一阶导数连续

和二阶导数连续，则有

!"&（"’）( !#"&（"’）( !$"&（"’）( !#"&（$’）( !$"&（$’）( ’，

!#"#（#’）( !$"#（#’）( !"#（)’）( !#"#（)’）( !$"#（)’）( ’，

!"#（#’）( !"&（$’）( $* )
}

%

（"%）

! ! 联立式（"#）和式（"%），可解得各系数的取
值!则综合式（"$），式（"#）可得载人月球车躲避

障碍的轨迹函数：

!" (

’， ’#& + "’ "；
’%!

%
& , ’#!

#
& , ’$!

$
& , ’&!

&
& , ’"!& , ’’， "’ "#& + $’ "；

$* )， $’ "#& + #’ "；
(%!

%
& , (#!

#
& , ($!

$
& , (&!

&
& , ("!& , (’， #’ "#&#)’ "；

’， & - )’













"!

（")）

由式（")）可以得到载人月球车躲避障碍时，曲率
连续的轨迹曲线，如图 $ 所示!

图 !" 载人月球车躲避障碍行驶的曲率连续轨迹
#$%& !" ’()$*% +,-./ 0$+1 .(*+$*2(23 .2,)-+2,/

01/* 456 -)($7$*% (83+-.9/3

$! 操纵逆动力学特性分析

阿波罗 #$%的最快速度为 % " & ’，本实验室
设计和开发的载人月球车原理样机的理论最快速

度为 $* % " & ’，载人月球车最常采用的运行速度
为 & " & ’，因此文中对这 $ 个速度条件进行分析!
相关的载人月球车动力学分析所需的参数如表 &
所示!
宇航员在地球和月球重力条件下行驶“.”字

形轨迹时，操纵转角如图 # 所示!由计算结果可以
看出，在不同重力条件下，宇航员操纵相同的载人

月球车进行同轨迹行驶时，地球重力下所需做出

的操纵输入最大转角和操纵转角输入的斜率均要

小于月球重力下所需做出的操纵，即在月球重力

条件下需要做出比地球重力条件下更大幅度和更

快速的操纵!随着行驶速度的升高，地球重力条件
下与月球重力条件下的操纵差异变大，当车速达

到 % " & ’时，月球重力条件下的车轮最大转角超
过 "* % ()*，而这超出了载人月球车车轮的最大转
角，也就是说宇航员无法在月球重力条件下以

% " & ’的速度行驶出指定的轨迹! 但是，在地球重
力条件下，车轮转角始终在较小范围内变化，相应

的载人月球车可以行驶出指定的轨迹!

表 :" 载人月球车参数
;-89/ :" 6-92/3 (< =-,->/+/,3 <(, 456

变量 取值 单位 变量 取值 单位

)+, "* )$$ $ " & ’& )-) /* . " & ’&

*! 0 +, ’* %1 ()* 0 " *! 0 -) "* &% ()* 0 "

+’ 0 +, 1 $&’ .·" & ()* +’ 0 -) #$ /’’ .·" & ()*
(’ 0 +, "%$ .·"·’ & ()* (’ 0 -) /&’ .·"·’ & ()*

, )// /0 -1 "* &/$ "
,’ )$/ /0 -( "* &’1 "
./ "%.* # /0·"& 0 ’* $.. & "
.1 %.1 /0·"& 2 &，$* %，% " & ’

图 ?" 载人月球车“@”字形轨迹行驶的宇航员操纵转角求解结果
#$%& ?" A,$)$*% $*=2+3 01/* 456 >()$*% $*“@”31-=/ =-+1 2*7/, 7$<</,/*+ %,-)$+$/3

（)）—2 ( & " & ’；（2）—2 ( $* % " & ’；（3）—2 ( % " & ’!
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! !

! ! 当宇航员在月球和地球重力条件下载人月球
车行驶正弦轨迹时，载人月球车的相关参数如表

" 所示，相应的宇航员操纵转角的计算结果如图 #

所示!由图 # 可以看出与“$”字形轨迹具有相同
的趋势!

图 !" 载人月球车正弦轨迹行驶的宇航员操纵转角求解结果
#$%& !" ’($)$*% $*+,-. /01* 234 56)$*% $* .$*1 .07+1 +7-0 ,*81( 8$991(1*- %(7)$-$1.

（"）—! % " # $ %；（&）—! % &’ # # $ %；（’）—! % # # $ %!

! ! 除此之外，由图 # 中的求解结果还可以发现，
在月球重力条件下的宇航员操纵转角比地球重力

条件下的切换轨迹行驶的阶段（由直线行驶过渡

到正弦轨迹的阶段）出现了更多的峰值，这说明

在月球重力条件下，宇航员在切换路线时为了保

证行驶轨迹的稳定，需要做出更频繁的操纵!主要
原因是载人月球车由直线行驶过渡到正弦轨迹行

驶的过程中，轨迹曲率变化较大，因此在实际宇航

员的操纵过程中进行路线切换时应减慢车速行

驶!
当宇航员在月球和地球重力条件下载人月球

车行驶障碍躲避轨迹时，载人月球车的相关参数

如表 " 所示，相应的宇航员操纵转角的计算结果
如图 ( 所示!

图 :" 载人月球车障碍躲避轨迹的宇航员操纵转角求解结果
#$%& :" ’($)$*% $*+,-. /01* 234 7)6$8$*% 6;.-7<=1. ,*81( 8$991(1*- %(7)$-$1.

（"）—! % " # $ %；（&）—! % &’ # # $ %；（’）—! % # # $ %!

! ! 从图 ( 的计算结果可以看出，宇航员在月球
重力条件下比地球重力条件下需要做出更大幅

度、更快速以及更频繁的操纵!宇航员在障碍开始
躲避和躲避障碍后返回初始路线的轨迹切换阶

段，曲率变化较大，导致了宇航员操纵输入较为剧

烈的变化!
载人月球车行驶速度和轨迹曲率半径直接相

关，并有 " % !" # ! 的函数关系! 从函数关系式中
可以看出，当轨迹曲率半径 !一定时，随着行驶速
度 !的升高，会导致侧向加速度 "的增大，从而引
起载人月球车的侧滑，并最终导致驾驶员无法按

照预定轨迹行驶，而发生危险!另外，当行驶速度
!一定时，随着轨迹曲率半径的减小，侧向加速度
"也同样会增大!因此，月球车在遇到较小曲率半
径时应降低速度行驶，这也与图 ) *图 ( 所得到
的结论相一致!

)! 结! ! 论

+）曲率连续的轨迹路线数学模型作为载人
月球车逆系统的输入，得到的车轮转角输入不存

在突变，且是连续变化的函数，具有物理可实现

性!
"）宇航员在进行路线切换和曲率变化较大
的路线轨迹上行驶时，所需做出的操纵输入变化

较为剧烈，在实际行驶过程中应减速通过!
&）宇航员在月球重力条件下驾驶载人月球
车时，需要比地球重力条件下更快的反应速度，更

大的操纵幅度，以及更频繁的操纵变换!
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