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抛物线型单层柱面网壳的非线性稳定性

贺拥军，周元亮

（湖南大学 土木工程学院，湖南 长沙+ ,#""’!）

摘+ + + 要：对抛物线型单层柱面网壳的静力稳定性能进行了研究!比较了抛物线型单层柱面网壳与圆柱面
单层柱面网壳和倒悬链线单层柱面网壳的静力稳定性能!对抛物线型单层柱面网壳进行参数分析，并对抛物
线型单层柱面网壳进行结构优化!研究表明：与圆柱面网壳相比，抛物线型单层柱面网壳的极限荷载有大幅度
增大；长跨比、矢跨比对网壳的极限荷载影响显著；初始几何缺陷对网壳的极限荷载有较大影响；网壳的斜杆

相交角在 $"9左右，网壳的静力稳定性能最好；按等比数列布置拱向网格间距，比值 ! 的取值在 "- ’$ 到 "- )$
之间时，网壳的静力稳定性能最好!
关+ 键+ 词：单层柱面网壳；圆柱面；抛物线型；倒悬链线；极限荷载
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+ + 对于常见的单层圆柱面网壳，其稳定性能的
研究已比较成熟完善［#］，此类柱面网壳以圆弧线

为准线；然而，国内外对其他拱向准线形式的单层

柱面网壳结构的研究相对较少!在以往的研究中，
许多学者对各种类型的网壳都进行了静力稳定分

析，找出了网壳在设计与施工时的主要影响因素，

并对此类结构作了大量参数化分析［! % ##］!贺拥军

等提出了以倒悬链线为准线的单层柱面网壳，并

作了大量参数化分析［#!］；田伟［#*］对柱面网壳用

力密度法进行了找形，并提出了以抛物线为准线

的单层柱面网壳，但并未对这种网壳的受力性能

作系统的研究!本文以抛物线作为柱面网壳的拱
向准线，形成抛物线型单层柱面网壳，运用通用大

型有限元软件 ;*3A3，深入系统地对比分析了这
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种网壳结构的静力稳定性能!
本文首先对三种拱向准线形式单层柱面网壳

进行极限稳定承载力分析，这三种拱向准线包括

倒悬链线、抛物线、圆弧线，比较得出抛物线型单

层柱面网壳的优势和不足! 然后从大规模的参数
分析入手，研究各种参数对抛物线型单层柱面网

壳结构的极限荷载的影响，包括长跨比、矢跨比、

杆件截面面积、初始几何缺陷以及荷载不对称分

布等!最后，对抛物线型单层柱面网壳在结构上进
行优化设计，包括拱向斜杆相交角、拱向网格间距

分布等!

"! 结构分析模型与稳定性能对比

在未经说明的情况下，本文选取如图 " 所示
的三向网格形式的单层柱面网壳，沿拱方向，网壳

的跨度为 ! # $% "，沿拱线等分为 "& 份，取 ’ 种
不同的矢跨比：" # ! # " # (，’ # "(，" # $，& # (；在网壳
的纵向，选取 ’ 种不同的长跨比：$ # ! # "，") (，&，
&) (!网壳结构杆件采用圆钢管，为符合工程实际，
其截面尺寸均为工程上常用的截面尺寸

!"*% "" + , ""! 支座形式选用周边支承：纵向
边固定铰支，两端边铰支只限制平面内位移，允许

纵向位移! 在 $%&’& 的单元选取中，本文采用
()*""*- 单元，钢材的弹性模量 % # &) %, + "%(

% # ""&，泊松比 " # %) $，杆件节点采用刚性节点!

图 !" 单层柱面网壳的网格形式
#$%& !" ’($))$*% +, -$*%./0.12/( 32.$*)($31. (/4$35.14/)

-6/..-

本文利用弧长法得出结构的荷载 .位移曲
线，以荷载 .位移曲线的最高点作为结构的极限
荷载!由于柱面网壳的失稳大多是大变形情况下
的弹性失稳，故本文分析中仅考虑结构的几何非

线性，而忽略结构的材料非线性!对三种拱向准线
的单层柱面网壳进行极限稳定承载力的对比分

析，通过各自的荷载 .位移曲线，对比分析结构的
极限荷载与刚度的提高情况，其中这三种拱向准

线包括：倒悬链线、抛物线、圆弧线!
分析三种不同准线形式的单层柱面网壳在长

跨比 $ # ! # ") (，矢跨比变化时的极限荷载可知：
当矢跨比相同时，倒悬链线型网壳和抛物线型网

壳的极限荷载相近，都高于圆柱面网壳的极限荷

载，且当矢跨比增大时，这一优势也随之增加!
三种不同准线的网壳在长跨比 $ # ! # ") (、矢

跨比 " # ! # " # $ 时的荷载 .位移曲线如图 & 所示!

图 7" 三种准线形式网壳结构的荷载 8位移曲线对比
#$%& 7" 9+:;1($-+* +, .+1)0)/,./34$+* 35(</ =/4>//*

-6/..- +, 46(// )$,,/(/*4 1.$%*:/*4 ,+(:-

由图 & 可以看出，在相同荷载的作用下，倒悬
链线网壳和抛物线网壳的位移比圆柱面网壳小很

多!由此可见，倒悬链线网壳整体刚度较大，抛物
线网壳的整体刚度适中，圆柱面网壳的整体刚度

较小；但相对地，圆柱面网壳的延性比另外两种网

壳更好!

&! 屈曲模态

为了解抛物线型单层柱面网壳结构的薄弱部

位，得到该结构最先失稳的区域，现对结构进行屈

曲模态分析，结果表明，抛物线型单层柱面网壳在

竖向均布荷载作用下，可能出现如图 $ 所示的一
些屈曲模态!由图 $ 可以看出：

"）当荷载对称布置时，网壳的屈曲模态有以
下两种：当长跨比较小（$ # !!&）时，网壳的屈曲
模态呈跨中下凹，两侧向外对称隆起的形式，如图

$*所示；当长跨比较大（$ # !"&）时，网壳的屈曲
模态呈两侧对称下凹，跨中隆起的形式，如图 $(
所示!

&）当荷载不对称布置时，网壳的失稳形式只
有一种，承受荷载的一侧向下凹陷，另一侧则稍向

外隆起，如图 $+，图 $,所示!

$! 几何参数分析

为进一步全面了解抛物线型单层柱面网壳的

静力稳定性能，本节从大规模参数入手，分析结构
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的长跨比、矢跨比、杆件截面尺寸等因素对结构稳

定承载力的影响，为抛物线型单层柱面网壳的应

用提供指导和参考依据!

图 !" 屈曲模态
#$%& !" ’()*+$,% -./01

（"）—对称荷载作用下，! " #!"；
（#）—对称荷载作用下，! " #""；
（$）—不对称荷载作用下，! " #!"；
（%）—不对称荷载作用下，! " #""!

!& 2" 长跨比及矢跨比对极限荷载的影响
随着长跨比 ! " # 和矢跨比 $ " # 的变化，抛物

线型单层柱面网壳的极限荷载变化如图 # 所示!

图 3" 网壳的极限荷载与长跨比的关系
#$%& 3" 40+56$.,17$8 906:00, (+6$-560 +.5/1 5,/

+0,%67;185, <56$.

由图 # 可以看出，在矢跨比不变时，随着网壳
长跨比的增加，网壳纵向约束减小，网壳的极限荷

载随之呈线性减小!同时可以看出，当长跨比不变
时，矢跨比增大，极限荷载随之呈抛物线增大!

!& =" 杆件截面尺寸对极限荷载的影响
为研究杆件截面尺寸对抛物线型单层柱面网

壳影响，选取工程上常用的截面尺寸：!$%" && &
’ &&，!$’( && & ’ &&，!$() && & ’ &&，
!$*# && & ’ &&! 并根据拟壳法，采用网壳的等
效刚度 %’ 来表示网壳杆件截面的大小，其求法详

见文献［$#］!采用控制变量法得出网壳的极限荷
载随等效刚度的变化规律为：当长跨比和矢跨比

不变时，随着等效刚度 %’ 的增大，网壳的极限荷

载也随之增大，且大致呈线性增长关系!

#! 初始几何缺陷对极限荷载的影响

针对网壳初始几何缺陷这一影响，选用长跨

比 ! " # + $, %，矢跨比 $ " # + $ ( %，# ( $%，$ ( -，" ( % 的
# 种抛物线型单层柱面网壳，分析其在满跨均布
荷载作用下考虑初始几何缺陷时的稳定性能，初

始缺陷模态与特征值最低阶屈曲模态相一致! 当
# + - ))) $&时，缺陷值依次为 )，-，-, .%，%，., %，
$) $&!为节省篇幅，给出 ! " # + $, %，$ " # + $ ( - 时，
网壳在考虑初始几何缺陷时的荷载 /位移曲线如
图 % 所示，其余 - 种矢跨比的网壳具有与图 % 相
似的规律!这 # 种情况下网壳的极限荷载与初始
几何缺陷的关系曲线如图 ’ 所示!

图 >" 不同初始几何缺陷的荷载 ?位移曲线
#$%& >" @.5/;/0A+0)6$., )(<B01 :$67 /$AA0<0,6 $,$6$5+

$-80<A0)6$.,1

图 C" 极限荷载与初始几何缺陷的关系曲线
#$%& C" 40+56$.,17$8 906:00, (+6$-560 +.5/1 5,/

$,$6$5+ $-80<A0)6$.,1
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! ! 由图 " 和图 # 可以看出，对不同矢跨比的网
壳，其极限荷载随初始几何缺陷的变化趋势是一

致的，在初始几何缺陷很小（!!" ! $ %%%）时，网壳
的极限荷载急剧减小，随着初始几何缺陷的增加，

极限荷载减小的趋势逐渐趋于平缓" 初始缺陷对
网壳的静力稳定性能影响较大，所以控制网壳的

初始几何缺陷，抛物线型网壳的线型优势才能得

到充分发挥"

"! 荷载不对称对极限荷载的影响

针对网壳荷载不对称这一影响因素，采用矢

跨比为 $ ! &，而长跨比变化的 ’ 种抛物线型单层
柱面网壳结构，分析其在考虑不对称荷载时的稳

定性能"不对称荷载的作用形式为活荷载半跨布
置，活荷载 # 与恒荷载 $ 的比值依次取 # % $ ( %，
%) *"，%) "，%) +"，$) %%，不考虑结构初始几何缺陷，
网壳的极限荷载如图 + 所示"

图 !" 不同比例不对称荷载作用下的极限荷载
#$%& !" ’()$*+), (-+./ -0 /1,((/ 23.,4 23/5**,)4$6+(

.$/)4$72),. (-+./

从图 + 可以看出，随着活荷载与恒荷载比值
# % $的增大，网壳的极限荷载变化不大，在网壳的
长跨比 & % " ( $) " 时，极限荷载减小幅度最大为
$+) $! "说明结构对不对称荷载不敏感"

#! 极限承载力公式拟合

由前面的参数分析可知，长跨比、矢跨比、截

面面积和初始几何缺陷是影响结构极限荷载的主

要因素，且有如下规律：长跨比与极限荷载呈线性

关系，矢跨比与极限荷载呈抛物线关系；用截面的

等效刚度来表示杆件截面大小时，杆件截面等效

刚度与极限荷载呈线性关系；结构极限荷载对初

始几何缺陷非常敏感，可在完善结构拟合公式基

础上乘以某一系数进行修正" 荷载不对称对结构

的极限荷载影响则十分有限，拟合公式时可以忽

略"
根据以上参数与极限荷载之间的关系，首先

构造拟合公式的形式，然后再由分析数据通过最

小二乘法得到公式中的系数" 最终得到完善结构
极限荷载的拟合公式如下：

’#$ (｛［*) ",
(( )"

*

-$) &$ (( )" -%) %#］（ &
" - $）.

&*+) # (( )"
&

- ’+#) $ (( )"
*

. **’) * (( )" -

$&) $#｝/ )! % !（%) %0 )! % . $#) ’$）"
为验证此公式的精确性，将此拟合公式计算

所得结果同利用 &’()( 程序计算分析结果进行
对比，两者对比结果如表 $ 所示，其中定义误差为

* (
’#$（程序）- ’#$（公式）

’#$（程序）
"

表 8" 拟合公式与 9:;<;程序计算结果对比
（!8=> ** ?@ **）

A+7(, 8" B-*C+4$/-3 7,)D,,3 )1, 4,/2()/ 75 )1, 0$))$3%
0-4*2(+ +3. )1-/, 75 9:;<; /-0)D+4,
（!8=> ** ?@ **）

& % " 计算结果
( % "

$ ! " ’ ! $" $ ! & * ! "

’#$（程序）!（*’·+
- *） $") *# $0) ,0 *%) 0$ *$) &*

$ ’#$（公式）!（*’·+
- *） $’) 0* $0) "’ *%) &+ *%) 0+

* ! ! *) ,% *) &’ *) $’ *) $%
’#$（程序）!（*’·+

- *） $$ $’) ,% $+) *% $+) ,%

$) " ’#$（公式）!（*’·+
- *） $$) "0 $") ** $+) *, $0) ’%

* ! ! - ") *+ - *) $" - %) "* - *) +,
’#$（程序）!（*’·+

- *） ,) %+ $*) %$ $’) %$ $") %$

* ’#$（公式）!（*’·+
- *） 0) &0 $$) , $’) ** $") ,*

* ! ! +) #% %) ,$ - %) ,# - #) $%
’#$（程序）!（*’·+

- *） +) #" ,) "# $%) 0" $$) ’,

*) " ’#$（公式）!（*’·+
- *） +) "% ,) "0 $$) $" $*) ’"

* ! ! $) ,$ - %) *’ - *) +’ - 0) &"

! ! 从表 $ 可以看出，按公式计算的结果相比按
程序计算的结果，其误差几乎都控制在 ,! 范围
内，所以公式计算抛物线单层型网壳的极限荷载

是可以接受的"
根据《空间网格技术规程》［$*］’) &) & 节规定，

单层网壳初始几何缺陷最大值可按网壳跨度的

$ ! &%% 取值" 再根据第 ’ 节分析数据，对具有
" ! &%%初始几何缺陷的抛物线型单层网壳的极限
荷载降低系数进行统计，得到其平均值和标准差

分别为 %) "& 和 %) %&,，按照结构可靠度要求
（,"! 的保证率），极限荷载降低系数可取 %) ’+"
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"! 网壳结构的优化设计

网壳结构的优化有增加拱向立体桁架、改变

杆件的布置方式等! 本节主要从改变杆件的布置
方式入手，探究拱向斜杆相交角和拱向网格间距

分布的优化!
!" #$ 拱向斜杆相交角优化
对于三向网格形式的抛物线型单层柱面网

壳，结构中的荷载主要由拱向的斜杆传递和承担，

斜杆间的相交角对网壳的极限荷载影响显著! 本
节选取长跨比 ! " # # $% &，而矢跨比不同的 ’ 种抛
物线型单层柱面网壳，研究其在改变拱向斜杆角

!的情况下，极限荷载的变化趋势!为便于研究斜
杆相交角 !对网壳极限荷载的影响，现用网格纵
向杆件的长度 $表征 !的变化，$与 ! 的关系如图
( 所示!网壳的极限荷载随 $的变化情况如图 ) 所
示!由于杆件布置形式不同而引起网壳用钢量 %
发生变化，故采用极限荷载 &"#与用钢量 %的比值
&"# " %表示极限荷载的变化情况!

图 %$ 斜杆相交角 !与网格纵向杆件的长度 !的关系
&’(" %$ )*+ ,+-./’012*’3 4+/5++1 /*+ ’1/+,2+6/’01

.1(-+ ! 07 /*+ 04-’89+ ,0:2 .1: /*+
-+1(/* ! 07 /*+ -01(’/9:’1.- ,0:

图 ;$ 网壳极限荷载与网格纵杆长度的关系曲线
&’(" ;$ )*+ ,+-./’012*’3 4+/5++1 /*+ 9-/’<./+

-0.:2 07 2*+--2 .1: /*+ -+1(/*2 07 /*+
-01(’/9:’1.- ,0:2

从图 ) 可以看出，对于矢跨比相同的网壳，随
着网格纵杆长度 $ 的增大，网壳的极限荷载先增

大再减小!这意味着网壳中斜杆相交角存在最优
值!这个最优值可以通过网壳极限荷载取得极大
值时斜杆相交角 ! 与网格纵向杆件的长度 $的关
系（图 (）得出!通过计算，不同矢跨比的拱向斜杆
相交角的最优值如表 * 所示!

表 =$ 不同矢跨比时网壳的拱向斜杆间的最优角
).4-+ =$ )*+ 03/’<.- 04-’89+ ,0: ’1/+,2+6/’01 .1(-+

07 2*+--2 5’/* :’77+,+1/ ,.’2+>23.1 ,./’0

矢跨比

斜杆间最优角 $（%）
$ $ &
’"% *

’ $ $&
&$% *

$ $ +
&$% $

* $ &
’(% ’

! ! 从表 * 可以看出，抛物线型单层柱面网壳的
拱向斜杆间的最优角在 &,%左右!
!" =$ 拱向网格间距分布优化
在传统的网壳中，杆件的长度采取等分拱线

的分隔形式，使得每一根拱向杆件的长度相等!本
节采用拱向网格间距从边缘到跨中按等比数列分

布的形式，研究在这种分隔形式下网壳的稳定承

载力! 所采用等比数列的比值有 " 种：" # ,% (，
,% (&，,% )，,% )&，$，$% ,&，$% $! 网格间距分布形式
如图 $, 所示!

图 #?$ 拱向网格间距分布形式
&’(" #?$ @,’: 23.6+ -.A09/ .-01( .,6* :’,+6/’01

对长跨比 ! " # # $% &，而矢跨比不同的 ’ 种网
壳进行极限承载能力分析!结果表明，在长跨比和
矢跨比不变时，随着等比数列比值 " 的增大，网
壳的屈曲模态由图 +& 所示的横截面形式逐渐转
化为图 +’所示的形式!网壳的极限荷载随比值 "
的变化如图 $$ 所示!
从图 $, 和图 $$ 可以看出，对于相同矢跨比

的网壳，随着比值 " 的增大，网壳的屈曲模态逐
渐发生变化，相应地，网壳的极限荷载先增大后减

小!这说明，网壳的拱向网格间距分布存在最优的
分布形式，使得网壳的极限荷载达到极大值!当矢
跨比较小时，此极大值在比值 " 较大处取得；当
矢跨比较大时，此极大值在比值 " 较小处取得!
随着矢跨比的变化，比值 "的最优取值在 ,% (& 到
,% )& 之间!
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图 !!" 极限荷载与拱向网格间距分布的关系曲线
#$%& !!" ’()*+$,-./$0 1(+2((- 3)+$4*+( ),*5. *-5 +/(

%6$5 .0*7( )*8,3+. *),-% *67/ 5$6(7+$,-

"! 结! ! 论

#）抛物线型单层柱面网壳和倒悬链线单层
柱面网壳的静力稳定性能相近，与传统圆柱面网

壳相比，极限荷载均有大幅提高，且二者的刚度比

传统圆柱面网壳有所增大!
$）抛物线型单层柱面网壳结构存在最优的
斜杆相交角，使得其静力稳定性能最好，这个最优

角在 %&"左右!
’）抛物线型单层柱面网壳结构存在最优的
拱向网格间距分布形式，使得网壳的静力稳定性

能最好，最优的网格间距分布形式与网壳的矢跨

比有关!按等比数列布置拱向网格间距时，比值 !
的最优取值在 &( "% 到 &( )% 之间!
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