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含裂纹复合材料的 !"##$%&’"(光滑扩展有限元法

周立明，孟广伟，李, 锋，郭桂凯
（吉林大学 机械科学与工程学院，吉林 长春, #&""!$）

摘, , , 要：为克服有限元法（>?@）某些固有的缺陷，提高计算精度，将 A0++BC*10;光滑有限元法（A6>?@）
与扩展有限元法（D>?@）相结合，提出光滑扩展有限元法（A6BD>?@）%用该方法对含中心裂纹和斜裂纹的正
交各向材料板进行模拟，并与 >?@，D>?@和 CD>?@（E3F*.0(3*+ 0G.0);0; ,3)3.0 0+0F0). F0./&;）计算结果进
行对比%数值算例结果表明，A6BD>?@兼具 A6>?@和 D>?@两者优点：单元网格与裂纹面相互独立，裂尖不
必是单元节点，裂尖处网格也不需要加密，域内积分可转化为边界积分，形函数不需求导，对网格质量要求低；

因此是分析断裂问题的简洁高效的数值计算方法%
关, 键, 词：数值计算；光滑扩展有限元法；正交各向异性；扩展有限元法；应力强度因子
中图分类号：HC ##$, , , 文献标志码：9, , , 文章编号：#""$ % &"!)（!"#)）"+ % ##!( % ")
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, , 有限元是目前解决工程实际问题最有效的数
值方法，但其存在某些固有的缺陷［# % !］：!求解裂
纹类强间断问题需细分网格；"模拟大变形问题
时网格需不断地重构；#处理夹杂问题时需沿夹
杂和基体的界面处划分网格；$刚度矩阵过刚，位
移解偏小等%为克服前三点困难提出了扩展有限
元，为改进解的精度提出了光滑有限元%

D>?@由 C0+5.17/L& 等［&］提出，是目前求解
含断裂问题最有效的数值方法% D>?@ 基于单位
分解法，在位移场中引入扩展项，其计算网格独立

于结构的任何内部细节点，具有计算精度高、网格

划分简单等特点% @&P1，6’L’F*(等［* % $］将该方法

推广到了三维，91*;I&’(0 等［)］利用该方法研究
了正交材料中的静态裂纹问题% ?1)**1/*(3 等［(］



! !

提出了求解裂纹问题的 !"#$%& %’()*+,- 等［"］

在动态裂纹扩展方面进行了研究& 方修君等［#］将
"#$%嵌套于 .!./01软件中，对含裂纹混凝土
结构进行了研究；余天堂［$%］将 "#$% 与线性互
补法相结合，求解了裂纹面非线性接触问题&

1#$%（ 2*’’(3+, 4-5-(+ +6+*+5( *+(3’,）是
7-8等［$$］将光滑应变措施引入有限元法，改进有
限元法刚度结构的一种方法，具有形函数简单、对

网格要求低、计算效率高等优点，现已广泛应用于

各个领域［$& ’ $(］&
本文基于 91#$%，结合 "#$%，提出了 91:

"#$%（ ;+66:<)2+, 2*’’(3+, +6+*+5( *+(3’,），对
含中心裂纹、斜裂纹的正交各向材料板进行了模

拟，并与 #$%，"#$% 和 !"#$% 计算结果进行
了对比&

$! 复合材料断裂力学

正交各向异性材料的正轴应变与应力关系为

!! ) " !" & （$）
式中：!"和 !!分别为应力和应变列阵；" 为材料的
柔度矩阵，二维空间中为
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式中 !，!和 #分别为弹性模量、泊松比和剪切弹
性模量&

图 !" 含裂纹正交各向异性体
#$%& !" ’( )*+$,*)*- .*)./01 2*,32,*24$. +21-

如图 $ 所示，考虑一个等厚度、均匀的正交各
向异性体含一条穿透裂纹的情况，满足力边界 !#
和位移边界 !$，（&，’）为全局坐标，（ &(，’(）为局

部坐标，（)，"）为极坐标，假定弹性主方向与参考
坐标轴一致时，平面应力状态下应力函数 * 应满
足的变形协调方程为
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特征方程的根为 #$，"#$，#&，"#& &"#$，"#& 分别为

#$ 和 #& 的共轭复数，则裂纹尖端应力场和位移

场的渐近解［*］如下：
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式中："#表示取实部；#! 和 #!!分别为 !型和 !!型
裂纹的应力强度因子；
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#! *+,,-./0+1光滑扩展有限元法

*#++,-.&#/ 光滑扩展有限元法的位移模式与
扩展有限元表达形式一致，即
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式中：+为节点（图 # 中‘%’），. 为被裂纹完全贯
穿单元的节点（图 # 中‘&’），#为裂尖单元的节
点（图 # 中‘’’）；,6

+（"），,
.
.（"）和 ,-

#（"）分别为
相应节点的形函数，!+，$. 和 &# 分别为相应节点

的位移；,*1,345，,*1,$，,*1,7分别为节点 +，.，# 的
集合) /（"）为 8#.9’&’/#函数：
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式中："(为裂纹面节点坐标；’为外法向向量)
%0（"）为裂尖处扩展函数：
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图 !" 光滑域的划分
#$%& !" ’$($)$*+ *, )-**./ 0*-1$+

如图 # 所示，将求解域 $ 离散为 ,# 个四边

形单元，节点个数为 ,/，$ "+,#
’ " $$
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1 ":，
’-1，:为空集，再将 $#

’ 划分为 2$ 个光滑区域，共

,& 个光滑子域)
应变满足：
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式中：6 " !，"；0 " $，#，’，(；,&#<为边界 %&

3 的个数；

,<.6为每段边界高斯点的个数；98，2为高斯权函

数；2! 和 2" 为积分段外法向向量的分量；!8，2为第
8段边界处的第 2个高斯点；7&

3 为第 3 光滑区域
的面积：
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式中：#为弹性矩阵；’(为体力；’$为面力；&为有限
元形函数)

’! 交互积分

考虑两种独立的平衡状态：状态 "（ #（"）,- ，

$（"）,- ，.
（"）
, ）为真实物理场状态，状态 #（#（#）,- ，$

（#）
,- ，

.（#）, ）为辅助物理场状态)叠加状态 " 和状态 # 可
得到另一状态的 "积分［",］

"（"/#） # /&（#（"）,- / #（#）,- ）
!（.（"）, / .（#）, ）

!0[
"

’

"
#（#
（"）
,- / #（#）,- ）（$

（"）
,- / $（#）,- ）%" ]- !1!0-’& )

（’,）
式中：%"-为克罗内克函数；& 为求解域；1 为任一
可微函数)
整理式（’,），得
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式中：+（"）$ 和 +（"）$$ 为真实场下的 $ 型和 $$ 型应力
强度；+（#）$ 和 +（#）$$ 为辅助场下的 $ 型和 $$ 型应力
强度；
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式中 $*表示取虚部)
取 +（#）$ ) "，+（#）$$ ) (，式（’%）为
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*! 数值算例

!" #$ 算例 #
含中心裂纹的正交各向异性材料板受均布载

荷作用，裂纹长度为 #6，单位板厚、几何构型、加
载方式，以及网格划分为 * &(( 时的情况如图 ’
所示)材料参数：7"" ) ""*. % +,"，7## ) "". $ +,"，
8"# ) &. ,, +,"，’"# ) (. #")

图 %$ 含中心裂纹的复合材料板几何模型和网格划分
&’(" %$ )*+,*-./ 012 ,*34 (*1*.0-’+1 5+. 0

6+,7+3’-* 780-* 9’-4 6*1-.08 6.06:

表 " 给出了 -./，0-./，1230-./ 和
40-./求解含中心裂纹复合材料板应力强度因
子 +$ 的结果，其中 95677为单元数) 从表中可以看
出 1230-./ 具有较高的计算精度，与 40-./
和 0-./ 所得结果十分接近，远高于 -./ 求解
精度；也可看出，积分区域 :的选取对计算结果影
响不大) 1230-./ 不仅具有 0-./的优点：单元
与裂纹面相互独立，裂尖不必为单元节点，裂尖处

也不需要网格加密，还具有 12-./ 形函数简单、
对网格要求低的特点)
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表 !" 含中心裂纹的复合材料板的应力强度因子 !#

$%&’( !" )*+(,, -.*(.,-*/ 0%1*2+ !# 20 % 12342,-*( 4’%*(
5-*6 1(.*+%’ 1+%17

方法 !!"## " $ # $% $（&’(·!)" $ #）

*+& $ "%& — "’ ($% )
&)) )’ % "’ ((* #
+)) )’ $ "’ (,, ,
+)) )’ % "’ (,% +

,-./*+& # "", )’ % "’ ((* *
# ()& )’ , "’ ((, *
$ "%& )’ & "’ (%& "
$ "%& )’ % "’ ((, $

/*+&［,］ # )#$ )’ $ "’ %)(
0/*+&［(］ # )#$ — "’ (((

! ! 图 & 给出了 ,-./*+& 得到的应力云图，很
明显地表现出了应力场的不连续性和正交特性效

应，从而也说明了 ,-./*+&的正确性1
89 :" 算例 :
含斜裂纹的正交各向异性材料板受均布载荷

作用，裂纹长度为 #，! - &$2，单位板厚、几何构
型、加载方式和单元划分如图 $ 所示1材料参数：
%"" - )’ %" 3’(，%## - ""’ %& 3’(，&"# - )’ ,* 3’(，
""# - )’ *%1
表 # 给出了 ,-./*+&和 /*+&求解应力强

度因子的结果，可见两者精度基本一致，证明了

,-./*+&的正确性与有效性1图 , 给出了 " $ # -

图 8" 应力云图
;-<9 8" )*+(,, .(462<+%3

图 =" 含斜裂纹复合材料板几何模型和网格划分
;-<9 =" >(23(*+/ %.? 3(,6(, <(+%*-2. 02+ % 12342,-*(

4’%*( 5-*6 -.1’-.(? 1+%17
表 :" @)AB;CD和 B;CD结果比较

$%&’( :" @)AB;CD %.? B;CD +(,E’*, 1234%+(?

方法 !!"## $% $（&’(·))" $ #）$%% $（&’(·))" $ #）

+)) )’ (#* % )’ ##& )

,-./*+& # "", )’ (#$ # )’ ##, #

# ()& )’ (#$ * )’ ##, *

/*+&［,］ — )’ (*( % )’ #*) *

图 F" 应力强度因子与 " # $的关系
;-<9 F" G(’%*-2.,6-4 &(*5((. ,*+(,, -.*(.,-*/

0%1*2+, %.? " # $

)’ *，)’ &，)’ $，)’ ,，)’ (，)’ % 时，采用 ,-./*+& 计
算所得的应力强度因子 $% 和 $%%，可见 ,-./*+&
对 " $ #不敏感，具有较高的求解精度1

$! 结! ! 论

"） ,-./*+& 的计算 精 度 同 /*+& 和
0/*+&精度基本相同，远高于 *+&求解精度1

#）,-./*+&兼具 ,-*+&和 /*+&的优点1
*）,-./*+&对 " $ #的取值不敏感1
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