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随机多智能体系统一致增益问题分析
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摘+ + + 要：在随机多智能体系统一致增益函数为一常数函数不满足鲁棒性条件下，把现有文献中一致稳
定性鲁棒性增益条件加以拓展，得到了保证系统趋于一致稳定性的新条件，分析了随机多智能体系统一致

稳定性问题! 运用代数图理论和随机稳定性理论，把随机多智能体系统的一致稳定性问题通过系统变换转化
为闭环随机多智能体系统状态差为变量的随机微分方程的稳定性问题；然后运用随机稳定性系统理论来分

析闭环随机多智能体系统状态差系统是一致稳定的，从而得到了随机多智能体系统一致稳定性的条件! 最
后通过实例来验证所提系统的可行性和有效性!
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+ + 近年来，随机多智能体系统分布一致稳定性
控制问题由于其广泛的民用和军用而备受关注，

其应用领域涉及交通控制、传感器网络控制［#］、

移动机器人［!］、社会网络等等!
L()’+0F3’G-% 等［(］通过代数图论把一阶多智

能体系统的一致性问题等价为混杂系统的稳定性

问题，并且通过随机矩阵的特性及其李雅普诺夫

第二方法分析了一阶多智能体系统为一致稳定

性! M0等［’］在此基础上把一阶多智能体系统一致
稳定性拓展到了一阶随机多智能体系统一致稳定

性中，通过鞅收敛定理和代数图论结合李雅普诺

夫泛函，把随机多智能体系统的无偏均方平均一

致性问题转化为矩阵积的收敛问题，进而转化为

一致性控制器增益的标量收敛问题! B,-&A 等［$］

通过确定二阶随机多智能体闭环系统的状态转移

矩阵运用随机逼近的方法，把二阶随机多智能体

系统的渐近无偏均方平均一致性问题转化为随机

微分方程的收敛问题来处理，从而完成二阶随机

多智能体系统一致稳定性的分析! C0’# 等［&］对高
阶随机多智能体系统一致稳定性的证明进行了拓

展性探索，先是通过系统状态转变，把状态随机微

分方程转化为以状态差为变量的随机微分方程，
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然后利用李雅普诺夫定理和劳斯 "赫维茨稳定性
判据分析系统状态差的一致稳定性! "#$%&’(
等［#］使用定常步长的随机逼近算法代替逐渐下

降至零步长的随机逼近算法，结合平均模型方法

分析了非线性随机多智能体系统的一致稳定性!
以上文献一般都假设随机多智能体系统一致

增益函数!（ "）满足鲁棒性条件：!
$

%
!&（ "）)" #$ !

本文假设随机多智能体系统一致增益函数 !（ "）
为一常数函数不满足鲁棒性条件下，分析随机多

智能体系统一致稳定性，得到了随机多智能体系

统一致稳定性的条件!

’! 问题描述

本文讨论由 $ 个智能体组成的随机多智能
体系统，每个智能体为同构智能体，其中第 % 个智
能体描述为

&’%（ "）( (%（ "），! ! % ( ’，⋯，$， （’）
其中 ’%（ "）"!和 (%（ "）"!分别表示第 % 个智能
体状态变量和控制变量! 第 % 个智能体能够从邻
居智能体中获得带随机通信干扰的信息：

)*%（ "）( ’*（ "）)（’%（ "）"#’（ "））+*%（ "），*"$%,

（&）
其中：)*%（ "）为第 % 个智能体对第 * 个智能体状态

的测量信息变量；#’（ "） - ’
$$

$

% -’
’%（ "）；｛+*%（ "），

’ % %，*%$｝是定义在概率空间（!，.，/）中的标
准独立高斯白噪声!
为了达到随机多智能体系统的一致性，本文

设计了如下的分布式控制律：

(%（ "）- !（ "）$
*"$%

0%*（)*%（ "）1 ’%（ "））, （*）

这里 !（ "）是一致增益函数! 先定义 2 (（’ 3 $）,
""*，" #［’，’，⋯，’］* 为 $维向量，同时定义状态
差 !（ "）(（ !$ " "）#（ "），然后把分布式控制律
（*）代入随机多智能体系统（’）和（&）中，得
)’%（ "）

)" - (%（ "）- !（ "）$
*"$%

0%*（)%*（ "）1 ’%（ "））-

1 !（ "）［（$
*"$%

0%*）’%（ "）1$
*"$%

（0%*’*（ "））］4

!（ "）)$+&’（ %）（’%（ "）1#’（ "））+*%（ "）, （+）

其中：)$+&’（ %）-$
$

* -’
0%* 为智能体 % 为顶点的入

度；噪 声 过 程｛+*%（ "），’ % %，* % $｝满 足

!
"

%
+*%（5）)5 -"%*（ "），"& %，其中｛"%*（ "），’% %，*%

$｝是独立布朗运动过程!那么随机多智能体系统
就变为

)#（ "）( " !（ "）$6#（ "）)" " !（ "）%6!（ "）)&（ "）,

（,）
其中：#（ "） (［ ’’（ "），⋯，’$（ "）］*；%6 (
)&(+（)$+&’（’），⋯，)$+&’（$））；$6 ( %6 " ’6 为

智能体系统图 6 的拉普拉斯矩阵；&（ "）(
［"*

’（ "），⋯，"
*
$（ "）］

*，"%（ "）(［ "’%（ "），⋯，
"$%（ "）］

* !
由于 !$ " " 是单元对称矩阵，故（ !$ " "）* (

!$ " "，（!$ " "）*（!$ " "）( !$ " "，于是

’!（ "）
’"

(
’（（!$ " "）#（ "））

’"
(

" !（ "）$6#（ "）) !（ "）"$6#（ "）"
!（ "）（!$ " "）%6!（ "，#（ "））&（ "）， （-）
即

)!（"）( " !（"）$6!（ "）)" " !（ "）（!$ " "）%6!（ "）·
)&（ "）, （#）

&! 随机多智能体系统一致稳定性

假设 ’! 随机多智能体系统连接拓扑图 6为
强连通图和平衡图!
引理 ’［.］! 对于随机多智能体系统（#）来说，

如果存在一个正定函数 7（ !（ "），"），使得
!7（!（ "），"）/ %对于所有的 !（ "）都成立，那么随
机多智能体系统（#）就是随机稳定的!
定理 "$ 在假设 ’ 成立的条件下，运用分布

式控制律（*）控制随机多智能体系统（’）和（&），
如果一致增益函数 !（ "）满足

% / !（ "）/
+#&（（$6 ) $*

6）3 &）
,-（%*

6（!$ " "）%6）
， （.）

则随机多智能体闭环系统（#）一致稳定，分布式
控制律（*）为一致稳定控制律!
证明! 构造李雅普诺夫函数如下：

7（ "，!（ "））( !*（ "）!（ "）, （0）
李雅普诺夫函数 7（ "，!（ "））对 "求偏导可得
7"（"，!（"））( " !（"）!*（"）（$*

6 )$6）!（"）" !（"）1
&*（ "）!*（ "）%6!（ "）" !（ "）!*（ "）%6!（ "）&（ "）,

（’%）
李雅普诺夫函数 7（ "，!（ "））对 !（ "）求偏导

可得

7$（"，!（"））(
’7（"，!（"））
’!（"）

(’（!
*（"）!（"））
’!（"）

(&!*（"）,

李雅普诺夫函数 7（ "，!（ "））对 !（ "）求二阶
偏导可得
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!!!（ "，!（ "））" ’!（ "，!（ "））
’!（ "）’!（ "）" # #

注意到状态差 !（ "）是随机微分方程（$）的
解，!（ "，!（ "））是连续可偏微分的正定函数!根据
"#$［%］定义的 %& $% 微分算子 !!：!& & ! ’ (!，
!（ "，!（ "））有一随机微分
!!（ "，!（ "））" ( ’（ "）!’（ "）（!’

( ’ )!(）!（ "）’
’（ "）·"’（ "）!’（ "）#(!（ "）( ’（ "）!’（ "）#(!（ "）·
"（ "）’ ’#（ "）&(（!’（ "）#’

(（$) ( %）#(!（ "））#

（**）
考虑到由 !( 和 !

’
( 所生成的二次型：

!’（ "）!(!（ "）*$
)

+，, **
! +,!

’
+（ "）! ,（ "）* !’（ "）!’

(!（ "）#

（*#）
这里 ! +,是拉普拉斯矩阵 !( 的元素，并且（!( ’
!’

(）- # 是对称的!所以

.［!!（"，!（"））］" (+’（"）.［!’（"）
!( ’!’

(

# !（"）］’

’#（ "）&(（!’（ "）#’
(（$) ( %）#(!（ "））# （*)）

因为 .［)",+（ "）］" ,，并且参考文献［*,］，
对式（**）两边同时取数学期望有

.［!!（"，!（"））］" ( ’（"）.［!’（"）（!’
( ’)!(）·

!（"）］’’#（"）&(（!’（"）#’
(（$) (%）#(!（"））#

如果系统连接拓扑图 ( 是连接图，就有
##［（!( ’ !’

(）- #］- ,，称之为（!( ’ !’
(）- # 的最

小非零特征值! 根据 *$+(#,& ( -./01( 定理［**］，可
得对称阵特性［*#］：

2.,
!（ "）),，"’*!（ "）

!（ "）’（
!( ’ !’

(

# ）!（ "）

+!（ "）#+
&##（

!( ’ !’
(

# ）#

于是就有

.［!!（ "，!（ "））］% ( ’（ "）［+##（
!( ’ !’

(

# ）&

+!（ "）+#’（ "）& &(（#’
(（$) ( %）#(）+!（ "）+#］#

适当地选取一致增益 ’（ "）- ,，使它满足
.［!!（ "，!（ "））］. ,，也就是

, . ’（ "）.
+##（（!( ’ !’

(）- #）
&(（#’

(（$) ( %）#(）
#

根据引理 *，这就证明了随机多智能体系统
（$）是随机一致稳定的，分布式控制律（)）为一致
稳定控制律!

)! 仿真研究和分析

本节将给出实例来验证随机多智能体系统

（+）的一致稳定性!考虑由 ) 个智能体构成的随机

多智能体系统（见图 *），该无向拓扑图 !( "｛*，#，
)｝，.( "｛（*，#），（#，)），（)，*）｝，邻接矩阵为

&( "
, **
* ,*









* *,
!

图 !" 多智能体系统网络拓扑
#$%& !" ’()*+,- )+.+/+%0 +1 )2( 34/)$56%(7) 808)(3

选取测量噪声的强度为 $"*#（ "）" $"#)（ "）"
$")*（"）" ,/ +，选取各智能体初始状态为 /*（,）"
(#，/#（,）" (+，/)（,）"0，可以计算 &(（#’

(*
（$) (

%）#(*
）" +，接着得到

+##（（!(*
’ !’

(*
）- #）

&(（#’
(*
（$) ( %）#(*

）
" */ 1，

这里选取一致性增益函数为常数函数 ’（"）"*!
图 #，图 ) 分别为无噪声干扰和有噪声干扰

时的各状态曲线图!

图 9" 当 !（ "）: ! 无噪声干扰时各状态曲线图
#$%& 9" ;4,<(8 +1 8)6)(8 *2(7 !（ "）: ! *$)2 7+ 7+$8(

图 =" 当 !（ "）: ! 时有噪声干扰时各状态曲线图
#$%& =" ;4,<(8 +1 8)6)(8 *2(7 !（ "）:! *$)2 7+$8(
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从图 " 和图 # 可以看出，在分布式控制律
（#）作用下，随机多智能体闭环系统（$）各个状态
变量随着时间变量渐近达到一致，一致值为所有

智能体初值的平均值，故而证明了随机多智能体

闭环系统（$）是一致稳定的，分布式控制律（#）为
一致稳定性控制律!

$! 结! ! 论

本文研究了带通信噪声的随机多智能体系统

一致稳定性问题，当随机多智能体系统的一致性

增益函数 !（ "）为一常数函数时，尽管不满足鲁棒

性条件：!
%

&
!"（ "）"" # % ，但是随机多智能体系

统仍然能达到一致稳定性，并且得到了新的随机

多智能体系统一致稳定性条件!
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