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摘, , , 要：研究了带有执行器饱和与转移概率部分已知的随机 :’%;#1跳变系统的非脆弱有限时间镇定
问题!转移概率部分已知包含转移概率完全已知和转移概率完全未知两类特殊的情况!首先基于参数依赖型
<2’6$&#1函数和自由权矩阵方法，对随机 :’%;#1饱和跳变系统的镇定进行了研究，提出了有限时间稳定的
充分条件!然后利用线性矩阵不等式的方法实现了非脆弱有限时间状态反馈控制器与吸引域最大估计值的
求解!最后通过四模态随机 :’%;#1跳变系统的数值例子验证了结论的有效性!
关, 键, 词：执行器饱和；:’%;#1跳变系统；转移概率部分已知；有限时间镇定；非脆弱状态反馈控制器
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, , :’%;#1 跳变系统是一类包含多个模态的重
要随机混杂系统，是 O%’.#1.;00 和 <07.;007 于
#+&# 年建立的［#］! 在过去的几十年里，由于能更
好描述许多实际系统的特性，例如故障诊断系

统［!］、制造系统［(］等，:’%;#1 跳变系统引起了很
大关注!关于这类问题的研究大都基于转移概率
完全已知的情况!然而，考虑实际过程中的复杂因

素，转移概率只有部分得到!所以，转移概率部分
已知的 :’%;#1跳变系统的研究得到了越来越多
的关注，包括稳定、镇定［*］、时滞［$］等!
另一方面，出于执行器幅值的限制或者安全

因素的原因，执行器饱和的存在严重影响系统性

能甚至导致系统不稳定!所以，对执行器饱和的研
究有很大的实际意义!近年来，越来越多的学者也



! !

研究这类问题，如在稳定性分析与镇定［"］、容错

控制［#］、时滞［$］、!"#$%& 跳变［%］等方面’ 同时，随
机系统的研究也已成为热点，例如网络控制［&’］、

扰动［&&］和多时滞［&(］’然而，考虑带有执行器饱和
的 !"#$%&跳变系统的相关文献却很少’
现有的文献大都建立在 ()"*+,%& 稳定基础

上，意味着系统在无限时间范围内是稳定的’相对
于 ()"*+,%&稳定性，有限时间稳定性意味着状态
在固定时间区域内不会超过一定的界限［&) * &+］’值
得关注的是有限时间稳定并不意味着 ()"*+,%&
稳定’ 如果系统响应的瞬态超过预定的界限，
()"*+,%&稳定并不包含有限时间稳定’
研究一类转移概率部分已知的随机 !"#$%&

饱和跳变系统的非脆弱有限时间镇定问题，通过

参数依赖型 ()"*+,%&函数和自由权矩阵方法，设
计了非脆弱有限时间状态反馈控制器并获得了吸

引域的最大估计值’

&! 问题描述及相关引理

考虑如下带有执行器饱和的随机 !"#$%& 跳
变系统：

-!（ !）,［"（"!）!（ !）- #（"!）!（$（ !））］-! -

! ! ! ! %（"!）!（ !）-#（ !），

!（ !’）, !’，"!’ , "’，!’ , ’
}

$

（&）
其中：!（ !）!!%，$（ !）!!&，#（ !）分别是系统的
状态、控制输入和标准的维纳过程；!’，"’ 和 !’ 分
别为初始状态、初始模态和初始时间；"（ "!），

#（"!）和 %（"!）为已知的具有适当维数的模态依

赖常数矩阵’标准饱和函数 !（·）定义为
!（$）, !（$&）!（$(）⋯!（$&[ ]） .，

其中 !（$’）, /01,（$’）20,｛&，.$’ .｝为符号函数’
本文将设计非脆弱状态反馈控制器：

$（ !）,（&（"!）- !&（"!））!（ !）’ （(）
其中：&（ "!）为控制器增益；!&（ "!）! !& / %

（""! , ’!(）为控制器增益的变化，可表示为
!&（"!）,’)（"!）()（"!，!）))（"!），

其中 ’)（"!）和!)（"!）为具有适当维数的常数矩

阵，并且未知矩阵函数 ()（"!，!）满足
(.

)（"!，!）()（"!，!）#* ’
令｛"!，!$’｝为连续 !"#$%& 跳变过程，"! 为

系统模态并且在集合 ( ,｛&，(，⋯，*｝上取值，转
移概率矩阵 " ,｛"’+｝，’，+!(’
文中考虑转移概率部分已知，意味着在矩阵

" ,｛"’+｝中只有一部分元素能够得到’对于’!(，
集合 (’ , (’

$%(’
+$，其中

(’
$&｛+："’+已知，+!(｝，(’

+$&｛+："’+未知，+!(｝’
文中，令 "! , ’’
定义 "［&+］! 对于给定的时间常数 ,，系统（&）

（$（ !）, ’）是关于（ -&，-(，,，+’）有限时间稳定

的，如果下列条件成立：!.
’+’!’ # -& ’ !.（ !）

+’!（ !）0 -(，"!!［’，,］，其中 ’ 0 -& 0 -(，+’ 1 ’’
对于任意矩阵 ,’ 1 ’，定义椭圆

#（, ’）,｛!（ !）!!%：!.（ !）,’!（ !）#&｝’
引理 &［%］! 对于任意的矩阵 &’，(’!!& / %，

如果 !（ !）!$（(’），则 !（&’!（ !））可表示为如下
形式：

!（&’!（ !））.(
(&

/ .&
%/（-/&’ 0 -

1
/ (’）!（ !）’

其中：$（(’）,｛!（ !）!!%：. .’+!（ !）.#&，+ , &，(，
⋯，&｝，.’+为矩阵 (’ 的第 + 行；-/，-

*
/ ,（ * * -/）

!**，/ , &，(，⋯，(&，**是 & / & 的对角矩阵的集
合，其对角线上的元素为 & 或者 ’；%/ 为标量，并

且 ’#%/#&，(
(&

/ .&
%/ . & ’

考虑控制器（(），得到如下闭环系统：

-!（ !）.(
(&

/ .&
%/［"’ 0 #’-/&’ 0 #’-/’)’()’（ !）))’ 3

#’-
4
/ (’］-! 0%’!（ !）-#（ !），

!（ !’）. !’，"!’ . "’，!’ . ’ ’ （)）

引理 (［&"］! / ，) ，0和 (为具有适当维数
的矩阵，其中 (.(#*，则对于任意正数 & 1 ’，有
/ -)(0 -0.(.).#/ - &)). - & * &0.0 ’

(! 主要结论

!" #$ 有限时间稳定问题分析
定理 "# 对于给定的时间常数 ,，系统（)）是

关于（-&，-(，,，+’）有限时间稳定的，如果存在正

标量 &’，’，对称正定矩阵 ,’!!% / %，对称矩阵

1’!!% / %和 (’!!& / %，有以下不等式成立：

"& ).
)’ &’,’#’-/’)’

) * &’* $

) ) * &’









*
0 ’ ， （2）

（,+ *1’）#’，+!(’
+$，+*’ ， （+）

（,+ *1’）$’，+!(’
+$，+ , ’ ， （"）

#（,’）+$（(’）， （#）
-&(2"5（,,’）0 -((20,（,,’）6

* ’, ’ （$）

&)(&第 % 期 ! ! ! 齐文海等：执行器饱和的随机 !"#$%&跳变系统非脆弱有限时间镇定



! !

其中：

!" !（"! "#!$#%! "#!$
$
# &!）

!’ ! "’ !（"! "
#!$#%! " #!$

$
# &!）"(

!
! ’!(! $ !’ ! "

(
%!&!’

"!%（’ % $ )!）；

,’ ! ( *$" ) #
! ’ !*

$" ) #
! *

此外，初始状态包含在集合 ++
! $"#（’!）的吸引域内#

证明! 选择 $%&’()*+函数为
,（,（ -），!）$ ,!（ -）’ !,（ -）， （%）

其相应的无穷小算子为

!,（,（ -），!）( ,!（-）［"!
! ’! "$（%! " "%!）

!#!
! ’! "

’!"!"’!#!$（%! ""%!）"(
!
! ’!(! "

(
+

% ("
"!%’%］,（-）#

考虑(
+

% ("
"!%)! , &，其中 )! ! !./. 为对称矩

阵，可以得到

!,（,（ -），!）’ !,（,（ -），!）$

(
#0

# ("
%#,

!（-）［（#!（$#-’!&’!（-）.’!））
!’! "

’!#!$#-’!&’!（-）.’! "（"! "#!$#%! "#!$
$
# &!）

!’! "

’ !（"! "#!$#%! "#!$
$
# &!）"(

!
! ’!(! "(

%!&!(-

"!%（’% $

)!）"(
%!&!-

"!%（’ % $ )!）$ !’ !］,（ -）# （"&）

根据引理 #，存在正数 &! 使

（#!（$#-’!&’!（-）.’!））
!’! ( ’!#!$#-’!&’!（-）.’! $

.!
’!&

!
’!（ -）-!

’! $##
!
! ’ ! ( ’ !#!$#-’! &’!（ -）.’!#

&!’ !#!$#-’!-
!
’!$##

!
! ’ ! ( &

’ "
! .!

’!.’!

成立#因此

!,（,（-），!）$!,（,（-），!）#(
#0

# ("
%#,

!（-）!!%,（-），

其中!!% ( &"!’ !#!$#-’!-
!
’!$##

!
! ’ ! " &$"

"! .
!
’!.’! "

（"! " #!$#%! " #!$
$
# &!）

!’ ! " ’ !（"! "
#!$#%! " #!$

$
# &!）"(

!
! ’ !(! $ !’ ! "

(
%!&!-

"!%（’ % $ )!）"(
%!&!(-

"!%（’ % $ )!）#

对于"%!&!
(-，如果 !!&!

-，条件（)）*（+）和
"!%$&（"!，%!&，!*%）得到 !!% , &#另一方面，对
于"%! &!

(-，如果 !! &!
(-，由条件（)）*（-）和

"!! ( $ (
+

% ("，!*%
"!% 1 & ，同样能够得到 !!% , &#

其次，对 !,（,（ -））, !,（,（ -）），-!［&，2］
两边积分得

3｛,（,（ -））｝1 ,（,（&））" !-
-

&
3｛,（,（4））｝.4，

（""）

即

3｛,（,（ -））｝, ,（,（&））/!- # （"#）
定义 ,’! $ *!

’ " ) # ’ !*!
’ " ) #
并记 ’0&1（,’!）和

’02)（,’!）为,’!的最大和最小特征值，则

3｛,（,（ -））｝$ 3｛,!（ -）*" / #,’!*
" ) #,（ -）｝$

’02)（,’ !）3｛,
!（ -）*!,（ -）｝， （".）

3（,（&））/!- $ ,!（&）*!
" ) #,’!*!

" ) #,（&）/!-#
’0&1（,’ !）,

!（&）*!,（&）/!
-#’0&1（,’!）5"/!

- #

（")）
所以可以得到

3｛,!（ -）*!,（ -）｝#
5"/!

-’0&1（,’!）

’02)（,’!）
, 5# # （"+）

因此，系统是有限时间稳定的# 由条件（/），
如果 ,（ -）!#（’!），得到 ,（ -）!(（&!）#
证毕#

!" !# 有限时间状态反馈控制器设计和吸引域估
计

! ! 下面设计控制器并得到系统均方意义下吸引
域估计值#假设如下最优化问题：
! ! ! ! ! ! ! 4(’! ! 6
! ! ! ! ! ’ ! 0 &，%!，&!，)!，&!；

4# 5# #6,7
&!+

+
! $ "#（’!），7 $ "，#，⋯，)，

! ! $式（)）*（-），（/），
! ! % 1&!8,（ -）1#"，",（ -）!++

! $ "#（’!）













#

（"-）

其中 &!8代表 &! 的第 8 行#这里假设初始状态空
间在一凸集中，表示为 0&!9:｛,

"
&，⋯，,)&｝，其中

,"
&，⋯，,)& 是给定的在 !. 中的初始状态向量# 如
果 6最大值 60&1 0 "，则初始状态 ,& 在均方意义

下的吸引域内*
令 * $ & ’ #，0! $ ’

’ "
! ，1! $ %!0!，2! $ &!0!，

3! $ 0!)!0!，注意问题（ "-）中的 # 等价于
6#（,7

&）
!’!,

7
&#"（7 $ "，#，⋯，)）#应用 678(9 补引

理，可得到

’ * （,7
&）

!

) ’ 0[ ]
!

#&，7 $ "，⋯，) # （"2）

利用同样的方法，问题（"-）中的%等价于
’ 0! *!

!8

) ’[ ]4 #&，8 $ "，⋯，0 # （"/）

其中 *!8代表 *! 的第 8行#
对式（)）两边同时乘以对角矩阵 .2&:｛0!，4，

4｝，可以得到
!# 0!.

!
’! &!#!$#-’!

) ’ &!4 "

) ) ’ &!









"

, & # （"%）
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其中

!" # !!"
!
! $ #!

! $"%
!
! $ &!

! $
%
" %

!
! $ "!!! $

%!$"# ! $ %!$
%
" &! $ !!’

!
! !

% &
! ’!!! %

!!! $ (
#!$!"

"!#!!!
%&
# !! %(

#!$!
"

"!#(! &

下面的分析将不等式（&’）分成两种情况#
情况 &! 当 !!$!

"，应用 $%&’(补引理，不等!
! 式（&’）中相应参数为

!( !!)
!
’! #!%!$"*’! !)

) % #!+ ! !

) ) % #!+ !

) ) ) %!













*

+ , #（",）

其中：

!( , !!"
!
! ( #!

! $"%
!
! ( &!

! $
%
" %

!
! ( "!!! (

%!#"# ! ( %!$
%
" &! % !!! %(

#!$!
"

"!#(! (

"!!!! ；

!) #［!!’
!
!， "!’!! &

!!，⋯， "!’!)! % &
!!，

"!’!)! $ &
!!，⋯， "!’! !*

!!］；

!* # )*+,｛!!，!’ !&，⋯，!’!) % &，!’!) $ &，⋯，!’!*｝#

情况 "! 当 !.$!
"，应用补 $%&’(引理，不等式

（&’）中相应参数为

!- !!)
!
’! #!%!$"*’! !.

) % #!+ ! !

) ) % #!+ !

) ) ) %!













/

+ , #（"&）

其中：

!- # !!"
!
! $ #!

! $"%
!
! $&!

! $
%
" %

!
! $ "!!! $

%!$"# ! ("!$
%
" &! % !!! ((

#!$!
"

"!#(! ；

!. #［!!’
!
!， "!’ !! &

!!，⋯， "!’! !*
!!］；

!/ # )*+,｛!!，!’!&，⋯，!’!*｝#
对式（*）两边同乘 !! 可得

% (! !!

) % ![ ]
#

+ ,，#!$!
’"，#*! # （""）

对式（-）两边同乘 !! 可得

!# % (# 0 ,，#!$!
’"，# # ! # （"(）

定义 /!! # ,- % &
! # . % & + "

! !!.
% & + "
! 和 考 虑

$-+.（/!!）#
&

$-*/（,- !）
，可以得到

$& + $-*/（,- !），$-+.（,- !）0 & （")）
和

% 0 % !,-" $
-&
$&

+ , # （"*）

式（")）等价于
$&.

% &
! + !! + .

% &
! ； （"-）

式（"*）等价于

% 0 % !,-" -! &

-! & % $[ ]
&

+ , # （".）

综上所述可以得到下列优化问题：

*/1! ! %
!! 0 ,，#!，&!，(!，#!

2# 3# 4562式（&.）1（&/），式（",）1（"(），
式（"-）1（".）










#

（"/）

如果 %-*/ + &（.-+. 0 &），则初始条件在吸引域
内并且系统（(）是有限时间稳定的# 控制器增益
的表达式为 /! # # !!

% &
! #

(! 数值例子

四模态随机 5+("78跳变系统参数如下：

"& #
"2 ) % ,2 -[ ],2 & &2 "

，%& # [ ]&" ，’& #
&2 & ,2 *[ ], &2 &

，

*’& [ ]# ,2 * , ，)’& #
,2 & ,[ ], ,2 *

，.& #
,2 & ,[ ], ,2 &

，

"" #
"2 & % ,2 "[ ],2 " &2 *

，%" # [ ]"& ，’" #
,2 / ,2 -[ ], ,2 ’

，

*’" [ ]# & , ，)’" #
,2 & ,[ ], ,2 &

，." #
,2 & ,[ ], ,2 &

，

"( #
(2 & ,2 &[ ]& "

，%( # [ ]&& ，’( #
& "[ ], &
，

*’( [ ]# & ,2 * ，)’( #
,2 & ,[ ], ,2 "

，.( #
,2 & ,[ ], ,2 &
，

") #
(2 & ,2 )[ ],2 ( &2 "

，%) # [ ]&& ，’) #
& ,[ ], &
，

*’) [ ]# ,2 * , ，)’) #
,2 & ,[ ], ,2 &
，.) #

,2 & ,[ ], ,2 &
#

令 -& # &，-" # &,，, # &,2，! # ,2 ,&# 选择初始条
件：0, [ ]# % & &2 * !，/, # "#转移概率矩阵如下：

% &2 " ？ ？ ,2 "
？ ？ !" # !" $

!" % ？ % &2 , ？
!" & ？ ,2 ’











？

#

求解优化问题（"/）可得 % # ,2 &*( , + & 和状
态反馈控制器增益参数如下：

/& #［ % &2 /-( *! % )2 ’-- &］；
/" #［ % &2 )(/ ’! % &2 *’/ *］；
/( #［ % &2 -). /! % (2 (-* "］；
/) #［ % &2 -,( /! % "2 )-/ )］#
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图 !" 跳变模态
#$%& !" ’()*$+% ),-.

图 /" 状态轨迹
#$%& /" 0121. 1324.51,3$.6

图 7" !8（ "）#$!（ "）的轨迹
#$%& 7" 9:,;(1$,+ ,< !8（ "）#$!（ "）

图 " # 图 $ 为系统模态、状态轨迹和轨迹
!!（ !）"#!（ !）"从仿真图看出，所求解的非脆弱状
态反馈控制器使得初始状态属于凸集 $%｛!

"
%｝的

系统（$）有限时间稳定"

&! 结! ! 语

本文针对执行器饱和 #$%&’( 跳变系统的非
脆弱有限时间镇定，设计了非脆弱有限时间状态

反馈控制器"通过线性矩阵不等式的方式，实现了
控制器和吸引域最大化的求解"
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