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考虑流体影响的水轮机叶轮固有频率

李+ 鹤，王天任，韩+ 萍，闻邦椿
（东北大学 机械工程与自动化学院，辽宁 沈阳+ ##"*#,）

摘+ + + 要：将工作时水轮机叶轮简化为浸在流体中的旋转圆盘，建立了流体中圆盘振动微分方程，并考虑
边界条件对其固有频率的影响$分别研究了不同圆盘转速、不同流体深度以及不同流体密度对固有频率的影
响$研究结果表明，与真空中圆盘的固有频率相比，沉浸在流体中的圆盘的固有频率降低$当浸在流体中的圆
盘发生旋转时，圆盘的模态由驻波变为行波，不同的旋转方向将对应两个不同的固有频率值$当流体深度减小
时，固有频率值降低；流体密度越大，固有频率越小$
关+ 键+ 词：水轮机；叶轮；固有频率；流体深度；流体密度
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+ + 水轮机叶轮的振动对水轮机的性能和叶轮的
寿命有着重要的影响$ 尤其是当激振频率与叶轮
的固有频率相等时，将发生严重共振，进而造成叶

轮工作时的不稳定或者疲劳失效等问题［#］$ 为了
避免出现共振现象［!］，必须对叶轮的固有频率进

行准确的估计$但是考虑到水轮机工作时叶轮是
旋转的，并且由于叶轮和流体及静止叶片之间存

在相互作用，影响叶轮的固有频率的因素变得非

常复杂$近些年来，采用有限元方法来解决流固耦
合问题较为流行［)］，该方法能够比较有效地计算

结构的固有频率，但是它需要更多的计算机资源，

而且只能在设计后期，叶轮的结构设计完成后才

能计算其固有频率$文献［’ % *］等采用简化模型
来计算结构的固有频率，该方法简单直观，而且可

以在叶轮的初步设计阶段快速估计叶轮的固有频

率$文献［’］研究了流体中圆盘的固有频率，但是
它没有考虑边界条件的影响$
文献［$］研究了简支梁在流体中的振动问

题，文献［&］研究了圆柱体在流体中的动力学特
性，文献［(］研究了流体中悬臂板的振动，但是均
与水轮机叶轮模型相差较大$ 文献［*］虽然研究
了无限流体域中圆盘的振动问题，但是没有考虑
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流体旋转的影响等等!
本文以水轮机和叶轮结构为背景，对其固有

频率进行估计!首先将工作时的叶轮简化为浸在
流体中的圆盘模型；然后建立流体中圆盘的振动

微分方程，最后分析了不同圆盘转速和边界条件

对其固有频率的影响!

"! 理论模型

!" !# 空气中圆盘的固有频率
基于薄板理论和小变形，并且忽略转动惯量

和剪切变形的影响［#］，建立空气中圆盘的振动微

分方程：
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考虑到中心固定，周边自由度的边界条件，因

此，环形盘的固有频率为
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式中：!" 和 !" 分别为圆盘的密度和厚度；$%&’为环
形盘的外径；$#$为常数，可由文献［#］中查到；#

为圆盘的弯曲刚度，# & & ( !)

"$ (（" * %$）
，其中，& 和

%分别为材料的弹性模量和泊松比!
!" $# 流体中圆盘的固有频率
如图 " 所示，考虑圆盘在充满流体的圆柱形

容器中振动，容器的壁是刚性的，流体是无黏性

的，并且认为圆盘相对于流体以恒定的转速 " 旋
转!因此有如下关系：

# & & % "" ! （)）
其中，#和 & 分别为圆盘和流体相对于静止参考
系的夹角!

图 !# 叶轮简化模型
%&’" !# (&)*+&,&-. &)*-++-/ )0.-+

! ! 用平均半径 $’ 简化方程（"），并将流体对圆

盘的作用考虑为压力的影响［+］!因此有
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式中：#"与圆盘的材料和几何形状有关，它与 #

具有相同的量纲；’ 为对圆盘的动压力；$’ &

$(# ( $! %&’，$(#和 $%&’分别为圆盘的内径和外径!
方程（,）的解为
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流体的速度势 -应满足拉普拉斯方程［,］：
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考虑流体在刚性表面的速度为零，流体在圆

盘表面的速度为圆盘的振动速度，因此有
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利用方程（+）和边界条件（/），（0）可以得到
流体的速度势为
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流体对圆盘的动压力为［"’］
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将方程（"’）带入到方程（,）中，可以得到
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方程（""）为流体中旋转圆盘的固有频率的
计算方法，其中 +为节径，+ 的符号代表行波的旋
转方向!“ %”代表行波的旋转方向与圆盘的旋转
方向相同，“ *”代表两者方向相反! !- 为流体的

密度，如令 !- & ’，得到
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方程（"$）可以用来计算空气中圆盘的固有
频率，因此 #"可以由方程（$）进行校验!

$! 固有频率分析及讨论

$" !# 流体圆盘系统参数
圆盘材料为不锈钢，内径 3(# & ,’ $$，外径

3%&’ & ,’’ $$，!" & / 0’’ ./ 0 $)，& & $ ( "’""12，

+/$"第 # 期 ! ! ! 李! 鹤等：考虑流体影响的水轮机叶轮固有频率
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!! " # ""，! " $% &# 流体为水，流体深度 " "
&$ ""，"$ " ’ $$$ %& ’ "& #
!" !# 圆盘转速对固有频率的影响
利用已知参数进行仿真，在改变圆盘转速的

情况下，分别计算空气中圆盘的固有频率和沉浸

在流体中的圆盘固有频率，计算结果如表 ’ 和表
( 所示#

表 $# 空气中圆盘的固有频率
%&’() $# *&+,-&( .-)/,)012 3. 4567 50 &5-

节径 #
圆盘转速 ’ ()

$ & )
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, ( ’+’% &( ’+’% &( ’+’% &(
* & &-#% .+ &-#% .+ &-#% .+
, & &-#% .+ &-#% .+ &-#% .+

表 !# 水中圆盘的固有频率
%&’() !# *&+,-&( .-)/,)012 3. 4567 50 8&+)-

节径 #
圆盘转速 ’ ()

$ ’ ( & . # )

* ( ’’-% &’ ’’/% &# ’($% &- ’(’% .’ ’((% .& ’(&% .& ’(.% .&

, ( ’’-% &’ ’’+% () ’’)% ($ ’’#% ’& ’’.% $) ’’(% /+ ’’’% --

* & &$.% $) &$#% ’/ &$)% &’ &$+% .& &$-% #& &$/% ). &’$% +&
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! ! 通过表 ’ 可知，当 # " 0 ( 时，圆盘的固有频
率值相同，说明在空气中圆盘的固有频率为单值，

圆盘的模态为驻波#当圆盘的转速改变时，圆盘的
同阶固有频率值仍然相同，说明旋转不影响空气

中圆盘的固有频率#当 # " 0 & 时结论相同# 通过
表 ( 可知，圆盘在流体中旋转的情况下，# " , (
和 # " * ( 出现了两个不同的固有频率值# 因此，
当圆盘浸到流体中时，圆盘的模态由驻波变为行

波，从而对应两个不同的固有频率值#当 #取负值
时，圆盘的固有频率值随着圆盘的转速增加而变

大；#取正值时，圆盘的固有频率值随着圆盘的转
速增加而减小# 对于 # " 0 & 得出的结论仍然相
同#对比表 ’ 和表 (，可知当圆盘沉浸在流体中
时，圆盘的固有频率值降低#综上，旋转对于沉浸
在流体中圆盘的固有频率影响是非常重要的#
!" 9# 流体深度对固有频率的影响
流体深度影响水轮机结构中尾水管的设计参

数，因此本文研究了在不同流体深度时，圆盘固有

频率的变化#通过确定圆盘转速在 & () 时，改变
流体深度 " 来研究沉浸在流体中圆盘的固有频
率特性# 图 (*，图 (+ 分别显示了流体深度 " 在
&$ 1 ’$$ ""的二阶、三阶固有频率的变化# 其中
纵坐标被正则为无量纲常数，$" 代表流体深度为
"时圆盘的固有频率，$$% $&代表流体深度为$% $& "
时圆盘的固有频率#
由图 (*可知，当流体深度小于 $% $- "时，对

于二阶固有频率值明显的上升趋势；当流体深度

大于 $% $- " 时，固有频率值变化缓慢，最终趋于
稳定#对于图 (+，流体深度小于 $% $) " 时，三阶
固有频率值明显变大；当流体深度大于$% $) "时，

固有频率值逐渐趋于稳定#

图 !# 不同深度流体中的固有频率
:5;" !# *&+,-&( .-)/,)012 50 45..)-)0+ 4)<+= .(,546

（*）—二阶；（+）—三阶#

! ! 由图 ( 可知，随着流体深度的增加，沉浸在流
体中圆盘的各阶固有频率值起初均有所增加，但

是当深度达到一定值时，圆盘的各阶固有频率值

逐渐趋于稳定#而且模态阶数越大时，圆盘固有频
率趋于稳定的速度越快#
!" ># 流体密度对固有频率的影响
考虑水轮机叶轮经常工作在不同流体等复杂

工作环境，因此研究不同流体的密度对叶轮固有
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频率的影响是非常重要的! 本文研究了在圆盘转
速为 " "#时，叶轮在三种不同种类的流体中，随
着深度 !改变固有频率的变化!三种流体和其密
度分别为：水，!水 # $ %%% $%·& & "；植物油，!油 #
’%() * $%·& & "；丙酮，!丙酮 # ++,) % $%·& & " ! 利用
已知参数，编写计算机程序，仿真结果如图 " 所
示!其中图 "’，图 "(分别显示了浸在三种不同密
度流体中圆盘的二阶、三阶固有频率值随着深度

!的变化关系!
! ! 由图 "’，"(可知，发现对于不同的流体密度，
圆盘的各阶固有频率值相差较大! 当流体深度相
同时，圆盘在三种液体中的固有频率有以下关系，

水中固有频率值最小，丙酮中固有频率值最大，植

物油中的固有频率介于两者之间!可见，流体密度
对圆盘的固有频率具有很大影响，当流体深度相

同时，流体的密度越大沉浸在流体中的圆盘固有

频率值越小!

图 !" 不同密度流体中的固有频率
#$%& !" ’()*+(, -+./*.012 $0 -,*$3 4$)5 3$--.+.0) 3.06$)$.6

（’）—二阶；（(）—三阶!

"! 结! ! 论

$）空气中圆盘的固有频率值不受圆盘转速
的影响，此时圆盘的模态为驻波!浸在流体中的圆
盘固有频率相比于空气中的固有频率降低! 并且
当沉浸在流体中的圆盘发生旋转时，圆盘的模态

由驻波变为行波，同时对应两个不同的固有频率

值!可见对于浸在流体中的圆盘，旋转将对其固有

频率产生很大的影响!
-）不同的流体深度对圆盘的固有频率也将
产生一定的影响，随着流体深度的增加，沉浸在流

体中圆盘的固有频率起初有所增加，但是当深度

达到一定值时，圆盘的固有频率逐渐趋于稳定!
"）流体密度也是影响流体中圆盘固有频率
的一项重要因素!结论表明，在其他条件相同时，
沉浸在流体中圆盘的固有频率随着流体密度的变

大而变小!

参考文献：

［ $］! )*+’,* )，-’,&. /! 0’12+,. 134.561%’6173 78 ’ 2’,%. 9+&9:

6+,(13. ,+33.,［ ;］! "#$%#&&’%#$ ()%*+’& ,#)*-.%.，-%$-，-

（-"）：-+ & "*!

［ -］! )*+’,* )，-’,&. /! -73*16173 &73167,13% 78 9+&9:6+,(13.5：

3.< =>’22.3%.5［;］! /&).+’&0&#1，-%$.，(+（-）：$.$ & $("!

［ "］! 陈锋，王春江，周岱!流固耦合理论与算法评述［;］!空间结

构，-%$-，$*（,）：.. & ("!

（->.3 0.3%，?’3% ->+3:@1’3%，A>7+ B’1! C.41.< 78 6>.7,D

’3* 3+&.,1=’2 &.6>7*5 78 82+1*:56,+=6+,. 136.,’=6173［ ;］!

23)1%)* 21’+41+’&.，-%$-，$*（,）：.. & ("!）

［ *］! E+(76’ F，G>’5>1 "! H 56+*D 73 6>. 3’6+,’2 8,.I+.3=1.5 78

>D*,’+21= 9+&95［ ;］! 5603+1&’. 7 (*+%8.，$’’$，$"（$%）：

.,’ & .’"!

［ .］! 徐博侯，王清!简支梁在无限大不可压缩流体和声学流体

中的固有振动问题［ ;］! 振动工程学报，$’’%，"（ $）：

$% & $+!

（J+ K7:>7+，?’3% L13%! M’6+,’2 41(,’6173 78 51&92. (.’& 13

1381316. 13=7&9,.551(2. ’3* ’=7+561= 82+1*［ ;］! 96+’#)* 6:

;%<’)1%6# "#$%#&&’%#$，$’’%，"（$）：$% & $+!）

［ (］! 袁振伟，褚福磊，王三保!横向振动圆柱体在流体中的动力

学特性［;］!工程力学，-%%(，-"（,）：*’ & .-!

（ F+’3 A>.3:<.1，->+ 0+:2.1，?’3% N’3:(’7! BD3’&1=

=>’,’=6.,1561=5 78 ’ 2’6.,’2 41(,’613% =D213*., 1&&.,5.* 13

+3(7+3*.* 82+1*5［;］! "#$%#&&’%#$ /&4=)#%4.，-%%(，-"（,）：

*’ & .-!）

［ +］! C7*,1%+.# - O，027,.5 P，P1.,’,6 0 O! -’9’(1216D 78

56,+=6+,’2:’=7+561=’2 0NQ 3+&.,1=’2 &7*.2 67 9,.*1=6 3’6+,’2

8,.I+.3=1.5 78 5+(&.,%.* 56,+=6+,.5 <16> 3.’,(D ,1%1* 5+,8’=.5

［;］! 5603+1&’. 7(*+%8.，-%$-，(*（$-）：$$+ & $-(!

［ ,］! H5$’,1 )，;.73% E "，H&’(121 R! "D*,7.2’561= 41(,’6173 78

=1,=+2’, 92’6.5 1&&.,5.* 13 ’ 21I+1*:8122.* =736’13., <16> 8,..

5+,8’=.［;］! 96+’#)* 6: 26+#8 )#8 ;%<’)1%6#，-%$"，"（"-）：

"%(* & "%,.!

［ ’］! 屈维德!机械振动手册［R］!北京：机械工业出版社，$’’-：

-%$ & -$,!

（L+ ?.1:*.! R’3+’2 78 &.=>’31=’2 41(,’6173［R］! K.1@13%：

->13’ R’=>13. P,.55，$’’-：-%$ & -$,!）

［$%］ "’,,15 - R! N>7=$ ’3* 41(,’6173 >’3*(77$［R］! M.< F7,$：

R=O,’<:"122，$’’.：,%*!

++-$第 ’ 期 ! ! ! 李! 鹤等：考虑流体影响的水轮机叶轮固有频率


