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一个计算无圈有向网络可靠度的有效算法

孙艳蕊 , 张祥德
(东北大学 理学院 , 辽宁 沈阳　110004)

摘　　　要 : 研究了无圈有向网络结点集合的两部分划分 (点化分)与极小割集之间的关系·通过

对网络结点集合的满足一定条件的两部分点划分 ,直接得到了网络的极小割集·根据点划分对应

结点集合之间的包含关系 ,提出并证明了网络可靠度的容斥原理表达式中项的几个相消原则 ;在

此基础上建立了一个基于割集的计算无圈有向网络可靠度的容斥原理公式及算法 ,算法直接给出

了容斥原理公式中的所有不相消项 ;最后 ,通过例子说明了算法的有效性·
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计算机网络每时每刻都在传输着大量的信

息 ,要使用户、设备、系统等之间的信息准确、及时

无误地传输 ,就要考虑网络的可靠性·而可靠度是

可靠性中的一个重要指标·所谓系统可靠度是指

系统在规定条件下和规定时间内 ,完成规定功能

的概率 ,反映了基础网络拓扑结构支持网络正常

运行的能力 ,它是网络设计和运行的一个重要参

数·如何分析和计算网络可靠度是计算机通信科

学中的一个重要课题·计算可靠度一般有三种基

本方法[1～9 ] :①容斥原理方法 ; ②不交积和方法 ;

③因子定理方法·两终端可靠度的容斥原理方法

就是找出所有的道路或割集 ,然后代入容斥原理

公式中求可靠度·如果直接应用容斥原理计算 ,表

达式中的项数随割集或道路的增加呈指数增长 ,

计算量很大·但其中会有很多相互抵消的项·因

此 ,人们一直在寻求找出容斥原理公式中的相消

项或不消项的方法·Satyanarayana 等人在文献

[ 2 ]中给出了一个算法 ,算法直接给出对应于道路

集合的容斥原理公式中的不消项 ,是一个有效的

算法·Buzacott 利用点划分给出了一个容斥原理

算法公式[3 ] ,并且给出了一些相消规则 ,但公式

中仍会产生一些可以相互抵消的项·本文首先提

出了一些相消原则 ,然后给出了一个公式及算法 ,

该公式中的项恰好和容斥原理公式中的所有不相

消项对应·

1　记号、定义与假设

1. 1　记号

G( N , E) :结点集为 N ,边集为 E的有向网

络 ;

R ( s , t) :从网络源点 s 到汇点 t 能够通信的

概率 ,即 s , t 可靠度 ;

N i , �N i : N i < N 且 s∈N i , �N i = N - N i且 t ∈

�N i ;

( N i , �N i) :用点划分求得的网络的极小割 ,也

记为 Ci ;

CiCj : Ci 和 Cj 中的所有弧 ,重复的仅写一次

(称为 Ci与 Cj 的乘积) ;

σ( N i) :{ N j ( Ci) N j = N i ,按 N j 递增的顺

序排列 ,若 N j = N j′ ,则按字典序} ;

ri :σ( N i)中含有割集的数 ,即元素的个数 :

M ij :表示σ( N i)中含的第 j 个元素 ;

U i :网络 G中 i 个割集的并 ;

εi :如果 U i 中含有割集的数为偶数 ,取值 -

1 ;否则取值 + 1 ;

R ( N i , N j) ≠0 :表示 N i 中的每个结点与 N j

中的每个结点都连通 ;

R ( N i , N j) = 0 :表示 N i 中的每个结点与 N j

中的每个结点都不连通 ;

N + ( v i) :表示集合{ v j 有向边 ( v i , v j) ∈E}·



1. 2　定义

点划分求极小割[10 ] :设 N i , �N i为网络 G ( N ,

E)的结点集 N 的一个点划分·如果①s ∈N i , t ∈

�N i , R ( s , N i) ≠0 , R ( �N i , t ) ≠0 ; ②不存在 N 的

点划分 N j , �N j 使 ( N j , �N j ) Α ( N i , �N i ) ,则 ( N i ,

�N i)为 G的一个极小割·
1. 3　假设

整个网络及每条边只有两个状态 (正常工作

或失效) ;网络的点总是正常工作 ,整个网络及每

条边的工作状态在统计上是相互独立的·

2　预备知识

设 C1 , C2 , ⋯, Cm 是有向网络的 m 个极小

割 ,利用容斥原理公式得 s , t 两点能通信的概率 ,

即 s , t 两终端可靠度

R ( s , t) = 1 - Q ( s , t) ,

其中 ,

Q ( s , t) = Pr ( C1 ∪⋯∪ Cm ) = 6
1≤i≤m

Pr ( Ci) -

6
1≤i < j≤m

Pr ( CiCj) + ⋯+ ( - 1) m - 1 ×

Pr ( C1 C2⋯Cm ) · (1)

在 Q ( s , t)的表达式中共有 2 m - 1 项 ,对于不同

的 i , j ,可能有 U i = U j ,εi = -εj ,这样εi Pr ( U i)

与εj Pr ( U j )相抵消·本文算法不产生这样的项 ,

下面给出一些引理·
引理 1　设 Ci = ( N i , �N i ) , Cj = ( N j , �N j )为

网络的两个极小割 , N i , N j 不能比较 ,则在容斥

原理公式中同时包含 Ci和 Cj 的项被消掉
[3 ]
·

引理 2　设 Ci = ( N i , �N i ) , i = 1 , 2 , 3 ,且 N 1

< N 2 < N 3 ,则 C1 C3 = C1 C2 C3 的充要条件是

R ( N 2 - N 1 , N 3 - N 2) = 0·
证明　充分性　只要证明 C2 < C1 C3 即可·
设 e = uv ,是 C2的任意一条边·
①如果 u∈N 1 ,则 e∈C1 ,因而 e∈C1 C3 ,所

以 C2 < C1 C3·
②如果 u ∈N 2 - N 1 ,则由已知 , v | N 3 -

N 2 ,而 v ∈�N 3 ,所以 e∈C3 ,从而 C2 < C1 C3·
综合①, ②, C1 C3 = C1 C2 C3·
必要性是显然的·
推论 1 　设 N 1 < N 2 < N 3 , R ( N 2 - N 1 , N 3

- N 2) = 0 , ,如果 N i < N 1 ,或 N 1 < N i < N 3 ,或

N 3 < N i ,则 C1 C2 C3 Ci = C1 C3 Ci·
引理 3　设 G ( N , E)是一个 k ( k ≥1)连通的

无圈有向图 , V = ( v1 , v2 , ⋯, v n) ( n ≥k)是 G的

一个极小点割 , N 1 , N 1′是两个结点集合 , s ∈N 1 ,

t ∈N 1′,且 R ( s , N 1) ≠0 , R ( N 1′, t) ≠0 ,同时 N 1

∪V ∪N 1′= N ,记 N 3 = N 1 ∪V ;对任意的 v i (1

≤i ≤n) ,记 N 2 = N 1 ∪{ v i} ,则 C1 = ( N 1 , �N 1) ,

C2 = ( N 2 , �N 2) , C3 = ( N 3 , �N 3)都是 G的极小割

集 (证明略)·
推论 2　在引理 3 的条件下 ,利用容斥原理

计算可靠度时 ,同时包含 C1和 C3的项被消掉·
证明　因为 G是一个无圈有向图 ,因此一定

存在一个结点 ,不妨设为 v1 ,使 N + ( v1) ∩{ v2 , ⋯,

vn} = ª(如果这样的点 v1 不存在 ,则至少存在一

个以{ v1 , v2 , ⋯, vn}中的点为结点的一个有向圈 ,

与 G是一个无圈有向图矛盾)·记 N2 = N1∪{ v1} ,

则根据引理 3 , C1 = ( N1 , �N 1) , C2 = ( N2 , �N 2) , C3 =

( N3 , �N 3)是 G的极小割·又 N2 - N1 = { v1} , N3 -

N2 = { v2 , ⋯, vn} ,于是 R ( N2 - N1 , N3 - N2) = 0 ,

根据引理 2及推论 1 ,在利用容斥原理计算可靠度

时 ,同时包含 C1和 C3的项被消掉·
推论 3 　设 N 1 < N 2 < N 3 , N 1′< N 3 < N 3′,

N 3 - N 1′= N 2 - N 1 ,且 C1 C3 = C1 C2 C3 , C1′C3′

= C1′C3 C3′,则 C1 C3′= C1 C2 C3′·
证明 　R ( N 2 - N 1 , N 3′- N 2 ) = R ( N 2 -

N 1 , N 3′- N 3 + N 3 - N 2 ) = R ( N 2 - N 1 , N 3′-

N 3) + R ( N 2 - N 1 , N 3 - N 2)·
因为 C1 C3 = C1 C2 C3 , C1′C3′= C1′C3 C3′,由

引理 2 , R ( N 2 - N 1 , N 3 - N 2) = 0 , R ( N 3 - N 1′,

N 3′- N 3) = 0·又已知 N 3 - N 1′= N 2 - N 1 ,所以

R ( N 2 - N 1 , N 3′- N 3 ) = 0 ,从而 R ( N 2 - N 1 ,

N 3′- N 2) = 0·再根据引理 2 , C1 C3′= C1 C2 C3′·
推论 4 　设 N 1 < N 2 < N 3 , N 2 < N 2′< N 3′,

N 3 - N 2 = N 3′- N 2′,且 C1 C3 = C1 C2 C3 , C2 C3′

= C2 C2′C3′,则 C1 C3′= C1 C2′C3′·

3　公式、算法及例子

由前面引理及其推论得到如下公式和算法 :

R ( s , t) =1 - Pr 6
1≤i

1
≤m

Ci
1

1 - 6
N

i1 i2
∈σ( N

i1
)

Ci
1

i
2
×

1 - 6
N

i1 i2 i3
∈σ

N
i1

( N
i1 i2

)

Ci
1

i
2

i
3
(1 - ⋯) =

1 - 6
1≤i

1
≤m

Pr ( Ci1
) - 6

1≤i
1
≤m - 1

6
N

i1 i2
∈σ( N

i1
)

Pr ( Ci1
Ci1 i2

) + 6
1≤i

1
≤m - 1

6
N

i1 i2
∈σ( N

i1
)

×

6
N

i1 i2 i3
∈σ

i1
( N

i1 i2
)

Pr ( Ci
1

Ci
1

i
2

Ci
1

i
2

i
3
) - ⋯ , (2)
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其中 ,σ( N i
1
) ,σN

i1

( N i
1

i
2
) , ⋯由下面的算法给出 :

算法

第一步 　用点划分求出极小割 : Ci = ( N i ,

�N i) ( i = 1 , 2 , ⋯, m ) ,这里 | N 1 | ≤| N 2 | ≤⋯≤

| N m | ,有时用 N i表示割集Ci·
第二步　求σ( N i) , i = 1 ,2 , ⋯, m·
第三步　求出所有的极小点割 V i ( V i = { v i1

,

v i
2

, ⋯, v i
ni
} ) ,将 N 分解成三部分 : N i

1
, V i , N i

1
′,使

N i
1
∪V i ∪N i

1
′= N , s ∈N i

1
, t ∈N i

1
′, R ( s , N i

1
) ≠

0 , R ( N i
1
′, t) ≠0 , i = 1 , ⋯, n ( n≤m)·
第四 步 　求 公 式 ( 2 ) 中 的 σ ( N i

1
) ,

σN
i1

( N i
1

i
2
) , ⋯

for i = 1 to n

找 v ij ,使 N + ( v ij) ∩( V i - ( v ij} ) = ª
N i2
←N i1
∪{ v ij} , N i3

←N i1
∪V i ;

σ( N i
1
) ←σ( N i

1
) - { N i

3
}

next i

for i = 1 to n - 1
　for j = i + 1 to n

　　if N j
2

= N i
3

then

　　　if N i
2

- N i
1

= N j
2

- N j
1

then

　　　　σ( N i
1
) ←σ( N i

1
) - { N j

3
} ; K←K∪( i , j)

　　　end if
　　else if N i

2
= N j

3
then

　　　if N i
2

- N i
1

= N j
2

- N j
1

then

　　　　σ( N j
1
) ←σ( N j

1
) - { N i

3
} ; K←K∪( j , i)

　　　end if
　　end if
　　if N i2

= N j1
then

　　　if N i3
- N i2

= N j3
- N j2

then

　　　　σ( N i
1
) ←σ( N i

1
) - { N j

3
} :L ←L ∪( i , j)

　　　end if

　　else if N j2
= N i1

then

　　　if N i3
- N i2

= N j3
- N j2

then

　　　　σ( N j1
) ←σ( N j1

) - { N i3
} ; L ←L ∪( j , i)

　　　end if
　　end if

　next j

next i

for i = 1 to m

　for j = 1 to ri 　σN
i
( M

ij
) ←σ( M ij) next j

next i

for i = 1 to n 　σN
i1

( N i
2
) ←σN

i1

( N i
2
) - { N i

3
}

next i

对每个 ( i , j) ∈K ,σN
i1

( N i
2
) ←σN

i1

( N i
2
) - { N j

3
}

对每个 ( i , j) ∈L ,σN
i1

( N j
2
) ←σN

i1

( N j
2
) - { N j

3
}

第五步　结束·
例　求图 1中网络 G1的 s , t 可靠度·

图 1　网络 G1

Fig. 1　Network G1

算法的运行结果如下 :

网络 G1共有 6个极小割 : C1 = A (12) , C2 =

AB (1356) , C3 = A C (24) , C4 = AB C (456) , C5 =

A CD (27) , C6 = AB CD (67)·
公式 ( 2)中的σ( N i

1
) ,σN

i1

( N i
1

i
2
) , ⋯,分别

为 :

σ( A ) = { AB , A C , A CD} ,σA ( AB ) = { AB C ,

AB CD} ,σA ( A C) = { A CD} ,σA ( ABD) = ª;

σ( AB ) = { AB C , AB CD } ,σAB ( AB C ) =

{ AB CD} ;

σ( A C ) = { AB C , A CD } ,σA C ( AB C ) =

{ AB CD} ,σA C ( A CD) = ª;

σ( AB C) = { AB CD} ;σ( A CD) = { AB CD} ;

σ( AB CD) = ª·
将这些集合代入式 (2)并设第 i 条边失效的

概率为 qi ( i = 1 ,2 , ⋯, 7) ,则得网络 G1 的 s , t 可

靠度

R ( s , t) = 1 - [ q1 q2 (1 - q3 q5 q6 (1 - q4 (1 -

q7) - q7) - q4 (1 - q7) - q7) +

q1 q3 q5 q6 (1 - q4 (1 - q7) - q7) +

q2 q4 (1 - q5 q6) (1 - q7) - q7) +

q4 q5 q6 (1 - q7) + q2 q7 (1 - q6) +

q6 q7 ]·

直接利用容斥原理计算 ,表达式中将出现 26

- 1项 ,而其中有 42 项相互抵消·对于较大网络

这一结果更明显·例如 ,图 2中网络 G2 的两终端

可靠度的容斥原理公式中出现 29 - 1 项 ,其中有

446项相互抵消·可以证明利用本文算法公式计

算 s , t 可靠度时 ,容斥原理公式中的相消项不再

产生·

图 2　网络 G2

Fig. 2　Network G2
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4　结　　语

直接利用容斥原理计算网络可靠度时 ,表达

式中会出现很多相互抵消的项·因此 ,人们一直在

寻求如何得到公式中的相消项或不消项的方法·
本文从割集出发 ,对网络两终端可靠度的容斥原

理算法进行了研究 ,给出了一个计算可靠度的公

式及算法·算法直接产生容斥原理公式中的非相

消项·由于不出现相消项 ,因此无论是算法的时间

复杂度还是空间复杂度都要大大降低 ,所以本文

算法是计算网络可靠度的一个有效的容斥原理算

法·
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Efficient Algorithm for Computing Reliability of Acyclic Directed
Networks
S UN Yan2rui , ZHA N G Xiang2de
(School of Sciences , Northeastern University , Shenyang 110004 , China. Correspondent : SUN Yan2rui , associate professor ,
E2mail : yanruisun @ yahoo. com. cn)

Abstract : The relation between node partition and cut set of an acyclic directed network was studied. The minimal cutsets can
be obtained directly by partitioning the node set of network into two parts satisfying certain conditions. By the inclusion of the
sets corresponding to the node portition , several cancellation rules for the terms in the expression of inclusion2exclusion principle
were presented and proved to the network reliability. Using these rules , a formula expressing inclusion2exclusion principle and
an algorithm for evaluating the reliability of acyclic directed networks were presented. The algorithm will give directly all the
noncancellable terms in the inclusion2exclusion formula , of which the validity was illustrated by examples.
Key words : node partition ; minimal cutset ; inclusion2exclusion principle ; network reliability ; algorithm
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